Matematiikan ja tilastotieteen laitos

Geometria I
Kurssikoe 8.5.2024
Petteri Harjulehto

1. Madrits sen ellipsin yht4ls, jonka johtasuora on y = — 23—0, polttopiste
on (0, 0) ja joka kulkee pisteen (0, —2) kautta. Miks on t&mén ellipsin
toinen polttopiste?

2. Johda paraabelin y = z2 huippuun piirretyn paskaarevuusympyrin

yhtalo.

3. (a) Osoita, ettd affiiini kuvaus kuvaa suoran suoraksi.
(b) Anna esimerkki affiinista kuvauksesta, joka ei sdilytd kulman
suuruutta.

4. Oletetaan, etti ellipsin pisteisiin A ja B piirretyt tangentit leikkaavat
pisteessd T'. Osoita, ettd pisteen T ja ellipsin keskipisteen O kautta
piirretty suora puolittaa janan ADB.
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1. Bestam ekvationen for ellipsen vars styrlinje &r y = — 23—0, brannpunk-
ten &r (0,0) och som géar genom punkten (0, —2). Vad &r den andra
brannpunkten for denna ellips?

2. Hirled ekvationen for huvudkrokscirkeln ritad till toppen av para-
beln y = z2.

3. (a) Visa att en affin avbildning avbildar en linje till en linje.
(b) Ge ett exempel pa en affin avbildning som inte bevarar vinkels-

torleken.

4. Antag att tangenter ritade fran ellipsens punkter A och B skér va-
randra i punkten T'. Visa att linjen som passerar genom punkten T’
och ellipsens mittpunkt O delar segmentet AB pd mitten.




Johdatus yliopistomatematiikkaan
Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kurssikoe 22.12.2017 (2 sivua)

Ohjetta:
o Vastaa neljadn tehtdvian: tehtiviin 1 -3 ja lisiksi joko tehtdvddn 4 tai tehtduidn 5.
® Ratkaisut voi kirjoittaa samalle konseptiarkille, jos tilaa ritétdd.
o Laskimen kdyttaminen on sallittua, taulukkokirjan ei.

o Kdaytd kurssilla opeteltuja ratkaisutapoja ja muista perustella vastauksesi.

1. a) Tarkastellaan kuvausta f: R — R, jonka kuvaaja on alla. Olkoon A = [—1,2] (suljettu
vali). Maaritd kuvaajan perusteella joukko f A. Perustele lyhyesti kuvaan vedoten.
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b) Tarkastellaan kuvausta
g:Z—R, g(n)=n?-2n.
Olkoon B = {0, 1, 2}. Ma4rit4 joukko gB. Perustele lyhyesti.
c) Olkoot f ja g kuten edellisissd kohdissa. Maarita joukko (f o g)[B]. Perustele lyhyesti.

2. a) Osoita matemaattisella induktiolla, ettd kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n patee
n—1 .
doot=2m 1,
i=0

b) Oletetaan, ettd n on kokonaisluku. Tarkastellaan viitetta
"n2 — 1 on jaollinen luvulla 4, jos ja vain jos n on pariton”

Esitd tdmén viitteen todistuksen rakenne. Voit valita esitystavan vapaasti, mutta
esityksestd taytyy kéyd4 selvésti ilmi, minkélaisia osia todistuksessa on, mitd niists
osista todistetaan epésuorasti seks mitks ovat kuhunkin osaan liittyvit oletukset ja
johtopdatokset. Ald kirjoita koko todistusta, vaan esitd vain todistuksen rakenne.

3. Tarkastellaan kuvausta f: [1,00[ = R, f(z) = vz —1 sekd kuvausta g: R — [1, o0l

g(z) = 2% + 1. Kaverisi on laskenut, ett3
Nwles g(fx) =Wz —1)2+1=z-1+1=z.

Té&méan perusteella hén toteaa, ettd g on kuvauksen f kadnteiskuvaus. Oletko vakuuttunut
kaverisi jirkeilystd? Onko g todella kuvauksen f kdanteiskuvaus? Jos ei ole, voitko 16ytad
kuvaukselle f kdinteiskuvauksen?
v
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Vastaa vain toiseen seuraavista tehtivisti. Tehtdvd 4 listtyy kompleksilukuihin ja tehtivd 5 tie-
tojenkdsittelytieteen matematiikkaan.

4. Tarkastellaan kompleksilukua 2 = —3 + 33.

a) Mésritd luvun z liittoluku ja kéddnteisluku. Ilmaise kéanteisluku muodossa a + b7,
missd a,b € R.

b) Maarité luvun z eksponenttiesitys ja laske osamadra

_ Anna vastaus eksponent-
261’"
tiesityksessé.
c) Kirjoita jokin reaalikertoiminen polynomiyht&ls, jolla on yhteni ratkaisuna luku z.
Perustele.

5. a) Erédn geometrisen lukujonon (a,) kolmas jisen on a3 = 5 ja neljis jisen aq = 3.
Maaérita lukujonon suhdeluku ja ensimaméinen jisen.
b) Ratkaise logaritmien avulla luku z yhtéléstd b = c¢ - 4%, missd luvut b ja ¢ ovat
positiivisia reaalilukuja.

¢) Korttipakassa on yhteensd 52 korttia, joista tasan 4 on #ssid. Montako sellaista 5
kortin joukkoa on olemassa, joissa on vihintidn 3 dssdd? (Voit ilmaista vastauksen
kaavan muodossa, jos sinulla ei ole laskinta.)




Johdatus yliopistomatematiikkaan
Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kurssikoe 28.10.2016 (2 sivua)

Ohjeita:
o Vastaa neljidn tehtdvidn: tehtiviin 1-8 ja lisiksi joko tehtdvddn 4 tai tehtdvddn 5.
e Kaikki ratkaisut voi kirjoittaa samalle konseptiarkille jos tilaa riittda.
o Laskimen kaytté on sallittua, taulukkokirjan ei.
o Kdaytd kurssilla opeteltuja ratkaisutapoja ja muista perustella vastauksesi.

1. a) Tarkastellaan joukkoja A = {2,3,5,7,11,13} ja B = {n € Z | n < 10}. Vastaa
lyhyesti perustellen, mitké seuraavista viitteistd pitévit paikkansa ja mitka eivat:

(i) ACB (i) 1e B\A
(iii) AUBCN (iv) (BxA)NNx{0})=0.

b) Kirjoita seuraavat luonnollisia lukuja (0,1,2,...) koskevat viitteet suomeksi ilman
loogisia symboleja ja vastaa perustellen, mitké viitteistd ovat tosia ja mitka epétosia:

(i) 3In(n < 5). (ii) Vn(2n—12>mn)
(iii) ImVn(n >mVn=m) (iv) Vn(n>0- Imn <mAm<2n)).

2. Osoita matemaattisella induktiolla, ettéd kaikilla luonnollisilla luvuilla n pétee

n i 1

Zid = n?(n+1)%
4

i=0

3. a) Pateekd kaikilla joukoilla A, B ja C seuraava viite: ”jos A # BUC, niin A\C ¢ B"?
Perustele tasmallisesti.

b) Kaverisi yrittdé todistaa edellisen kohdan viitettd epasuoralla paéttelylld. Miké seu-
raavassa todistuksessa menee pieleen?

"Kaytetadan kontrapositiopaattelyd. Oletetaan sitd varten, ettd A = BUC,
ja pyritdan osoittamaan, ettd A\ C' C B. Olkoon z € A\ C, jolloin z € A ja
x ¢ C. Koska x € A, niin oletuksen mukaan joko z € B tai x € C. Todettiin
jo, ettd = ¢ C, joten z € B. Néin ollen A\ C C B. On siis osoitettu, etté jos
A =BUC, niin A\ C C B. Tam4i on loogisesti ekvivalenttia todistettavan
véitteen kanssa, joten todistettava viite pétee.”

Vastaa vain toiseen seuraavista tehtduisti. Tehtdivd 4 liittyy kompleksilukuihin ja tehtdvd 5 tie-
tojenkdsittelytieteen ja tilastotieteen matematiikkaan.

4. a) Madritd seuraavien kompleksilukujen reaali- ja imaginaariosa, liittoluku seka kadn-
teislukw: z = 2 — 34, w = (1 + 24)%. Sievennd kédnteisluku muotoon a + bi, missé
a,b € R. Piirrd luvut 2 ja w lisdksi kompleksitasooun.

b) Ratkaise kompleksilukujen joukossa yhtdld z + zz = 1 + .
o

(
c) Laske luvun ————
(O — &z

itseisarvo.




5.

a)

b)

Selvitd seuraavien lukujen jakojddnndkset luvulla 7 jaettaessa: a = 36, b = —18.
Kirjoita perusteluksi vastaava jakoyht#ld (kokonaislukuyhtild muotoa a = 7q + 7).
Selvitd myés, miké on luvun ab jakojddnnds luvulla 7 jaettaessa.

Tertiddripuu on verkko, jonka ensimmaiselld tasolla on yksi solmu (juurisolmu). Tastéi
solmusta lédhtee kolme haaraa toiselle tasolle. Toisella tasolla jokainen haara paittyy
solmuun, josta léhtee jilleen kolme haaraa. Sama haarautuminen jatkuu tasolta toi-
selle (ks. oheinen kuva). Perustele, ettd kullakin tasolla olevien solmujen lukumé&irés
muodostavat geometrisen lukujonon. Muodosta summamerkintii kiyttden lauseke,
joka kertoo kaikkien tasojen solmujen yhteislukuméaérin tasolta 1 tasolle n asti. Laske
lopuksi solmujen yhteislukuméira tasolta 1 tasolle 6 asti.

Pokerikési on 5 kortin osajoukko, joka on poimittu 52 keskenéin erilaisen kortin pa-
kasta. Pakan korteista 4 on &ssid. Kuinka monta sellaista pokerikitti on, jotka sisél-
tdvit tismélleen 3 dssdd ja 2 mitd tahansa muuta korttia? (Voit ilmaista vastauksen
kaavan muodossa, jos sinulla ei ole laskinta.)




HY / Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Johdatus yliopistomatematiikkaan
2. kurssikoe 14.12.2015

Laskimen kdytté on sallittu. Taulukkokirjan kdytto on kielletty.

1. (a) Tarkastellaan funktiota f: [0,10] — R, jonka kuvaaja on ndkyvissi alla. Maa-
ritd kuva f[1, 8] sekd alkukuvat f<[2,4] ja f<{1,5}.
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(b) Tarkastellaan kuvausta f: ZxZ — Z X Z, jolla f(a,b) = (3a—1,a+b) kaikilla
(a,b) € Z x Z. Onko kuvaus f injektio? Enté surjektio?

2. (a) Madritellddn sidnnét 7 ja p asettamalla 7(n) = n? — 4n + 3 kaikilla n € N ja

O
P\b) ~ 2 +4
kaikilla a, b € Z, b # 0. Onko 7 kuvaus N — N? Onko p kuvaus Q — Q7

(b) Tarkastellaan kuvausta f: R — [2,00[, jolla f(z) = z? + 2 kaikilla z € R.
Kurssikaverisi piti tutkia, onko télld kuvauksella kdanteiskuvausta. Hin méaa-
ritteli kuvauksen g: [2,00] — R, jolla g(z) = vz —2, ja tutki yhdistettys
funktiota fog:

(fog)(@) =flg@)=F(Va—2)=(Vz—2) +2=z-2+2=2.

Tésta hdn paitteli, ettd g on funktion f kdédnteisfunktio.

Onko johtopaitos oikea? Miten neuvoisit kurssikaveriasi tédssé tehtédvissa? =
3. Mairitelldan joukon X = {a +bv/2 | a,b € Z} relaatio ~ seuraavasti: S 323
q w5
T ~ ¥, jos ja vain jos z — y = kv/2 jollakin k € Z. :::- —-—-‘5;

(a) Osoita, ettd relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio.

(b) Maarita ekvivalenssiluokka [4 + 5+/2]... Kirjoita lisiksi nédkyviin ainakin kolme
eri alkiota, jotka kuuluvat tdhén ekvivalenssiluokkaan.

o 1 ;\') LA Y z 1+ Zf --5
n = L‘(-t\slé‘/ ’17 = Z/f - _f’ '
2
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4. (a) Madritd luvun —1257 ekponenttiesitys ja ratkaise yhtilé 23 = —1253.
Piirrd kuva kompleksitasosta ja merkitse 16ytdmaési ratkaisut siithen.

(b) Tarkastellaan paraabelia y = 2% + kz + 5. Pidttele, mikd parametrin k arvo on
alla olevassa kuvassa ja ratkaise yhtdlé =2 + kx +5 = 0.
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HU / Institutionen for matematik och statistik
Inledning till universitetsmatematik
2. kursprov 15.12.2014

Instruktioner:

* Svara pd fyra uppgifter: uppgifterna 1-3 och antingen uppgift 4 eller 5.

1. (a) Vi definierar reglerna f och g genom

2z, om z < 4; 3z, om z > 4;
f(z) = { g9(z) = {

z, om |z|> 4, z?, om |z| < 4.

Ar f en avbildning Z — Z? Ar g en avbildning Z — Z?

(b) Anta, att a € Z. Visa med indirekt hirledning att om a? — 2a + 7 &r ett udda
tal, sd dr a ett jamnt tal.

2. (a) Vi betraktar funktionen f: Z X Z — Z, f(m,n) = 2m+n. Ar f en injektion?
Ar f en surjektion?

(b) Bilden nedan férestaller grafen till en funktion A: [0,6] — R. Bestam bilden
h[0, 3] och urbilden A*[0, 3] utifrdn nedanstiende bild. Skriv dessutom ut defi-
nitionerna for bild och urbild.
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3. Vi bestdmmer relationen ~ pa méngden Z genom a ~ b, om a? — b? = 4k fér ndgot
kelZ.
(a) Visa att ~ ar en ekvivalensrelation.

(b) Skriv definitionen fér ekvivalensklassen [1]. och riakna upp sex olika element i
denna ekvivalensklass.




4.

5.

Obs! Goér antingen uppgift 4 eller 5

(a) Skriv talet 1+ /3 i exponentiell form.

(b) Berskna (1 +14+/3)!° med hjalp av de Moivers formel. Skriv resultatet i formen
a+bi,dir a, b€ R.

(c) Lés den komplexa ekvationen (z2+6z+13)(z*+81) = 0 och mirk ut l6sningarna,
i det komplexa planet.

(a) L&t a,b € Z, dir a = 5 (mod 7) och b = 3 (mod 7). Bestim talet ¢ € Z for
vilket 0 < ¢ < 7 och a? +b = ¢ (mod 7).

(b) Bestdm storsta gemensamma faktorn av talen 66 och 420, dvs. sgf(66,420). Bes-
tdm tva tal z,y € Z som satisfierar ekvationen

60 = 66z + 420y

(c) Ar grafen G tudelad? Ar H tudelad? Ar G och H isomorfa? Motivera svaren
kort.

>




HY / Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Johdatus yliopistomatematiikkaan
2. kurssikoe 15.12.2014

Ohjeita:

* Kaikki ratkaisut voi kirjoittaa samalle konseptiarkille, jos tila riittdd.
*x Kaytd kurssilla opetettuja ratkaisutapoja ja muista perustella vastaukses.
* Tehtdvid ei ole jarjestetty vaikeustason mukaan.

1. (a) Maaritelladn sdénnét f ja g asettamalla

2z, jos x < 4; 3z, josz > 4
flz) = : g(z)=1{,"
z, jos|z| >4, z?, jos |z| < 4.

Onko f kuvaus Z — Z7 Enté onko ¢ kuvaus Z — Z7

(b) Oletetaan, ettd a € Z. Osoita epdsuoraa pidttelyd kiyttaen, ettd jos a® —2a+7
on pariton, niin a on parillinen.

2. (a) Tarkastellaan funktiota f: ZxZ — Z, jolla f(m,n) = 2m+n. Onko f injektio?
Enté surjektio?

(b) Alla on nékyvissid funktion h: [0,6] — R kuvaaja. Maérita sen avulla kuva
h[0,3] ja alkukuva h*[0,3]. Anna lisiksi kuvan ja alkukuvan késitteiden méaa-
ritelmaét.

N W e OO

3. Maédéritellddn joukon Z relaatio asettamalla a ~ b, jos a? — b? = 4k jollakin k € Z.

(a) Osoita, ettd ~ on ekvivalenssirelaatio.

(b) Kirjoita maéritelmé ekvivalenssiluokalle [1].. ja luettele kuusi eri alkiota tést
ekvivalenssiluokasta.

4. (a) Muodosta luvun 1+ iv/3 napaesitys tai eksponenttiesitys.

(b) Laske Moivren kaavan avulla (1 +1+/3)'°. Kirjoita tulos muodossa a + bi, missé
a, beR.

(c) Ratkaise kompleksilukujen joukossa yhtalé (z?+6x+13)(z*481) = 0 ja merkitse
l6ytdmasi ratkaisut kompleksitasoon.




HU / Institutionen fér matematik och statistik
Inledning till universitetsmatematik
1. kursprov 20.10.2014

Instruklioner:

x Svara pd fyra uppgifter: uppgifierna 1-8 samt antingen uppgift 4 eller uppgift 5.

% Alla losningar kan skrivas pd samma konseptpapper om det finns nog med utrymme.

x Anvind losningsmetoder som du lirt dig pd kursen och kom ihdg att motivera dina
svar.

1. (a) Skriv foljande méngd i formen {z € X |villkor som z satisfierar}: alla heltal
som ar den tredje potensen av nagot naturligt tal.
(b) Vi betraktar mangden A = {1,{1,2},{2},3,{3}}. Motivera, vilka av féljande
pastdenden ar sanna och vilka som ar falska.
i {1,2}C A i feA i, (4,3)€Qx A

iv. {1,3}C A v. 0 eP(A)

[\]

. Visa med induktion, att for alla n € N géller
1'30+3'31+5-32+'-~+(2n+1)-3"‘:71,.371+1+1_

3. Anta, att X ar en mangd och att A, B, C och Y &r delmédngder till X . Ar {6ljande
pastdenden sanna for alla mangder A, B, C, Y och X7

(a) Om ANC =0, s8 giller AU(B~\C)C (AUB)~\C.
(b) Om Y Cc C(A N B), sd géller Y C B.

4. (a) Bestim realdelen, imaginirdelen, multiplikativa inversen och konjugatet till z

da ,
3 — 41

1420
Rita en bild dar det framstar vilken punkt i det komplexa planet motsvarar talet
2. Mark dven ut additiva och multiplikativa inversen samt konjugatet till talet
z.

(b) Vi antar, att z, w € C. Visa, att 20 + zw ar reellt.

A

5. (a) Ar féljande pastdenden géllande heltal sanna eller falska? Motivera! Bilda dven
ett ekvivalent pastdende till negationen av pastdende i dar negationssymbolen
- inte forekonmmer.

i, Ve(z? >z Az +2> 1) ii. Vedy(zy=0Az+y <0)
iii. JoVy(zy =0V ey =1)

(b) En glasskiosk saljer 30 liter glass den 1 juli. Darefter okar forsaljningen varje
dag med 2% &nda fram till 1 augusti. Dérefter minskar forsaljningen varje dag
med 1%. Hur manga liter glass sildes den 31 augusti? Hur méanga liter glass
saldes totalt under tiden 1.7-31.87

(Kom ihag: juli har 31 dagar)

- —_—




AVDELNINGEN FOR MATEMATIK OCH STATISTIK
MAT11003 Gransviarden
Kursprov 24.10.2019 kl 12.00-14.30

Tillatna hjidlpmedel: skrivmaterial och kalkylator.

1 Bestdm med hjilp av kursens kunskaper

. (2n + 3)(4n + 5)

noo  Gn2 47
I uppgiften far du anvinda kunskaper om gransvardet av en konstant talfoljd

och talféljden (1), samt kursens satser om gransvirdet av en talfoljd. Moti-
vera ditt svar noggrant!

2 Visa enbart pa basen av definitionen for gransvardet av en talfoljd att

dn+5 2

nl—>1{>l°6n+7_3'

3 Vi betraktar den talféljd (z,) som definieras av villkoren z; = 3 och

1
Tnt1 = E(xn + v xn)

Visa att talfoljden konvergerar och bestim dess grinsvarde. I uppgiften far
du anvinda kunskapen att \/c < vd da 0 < ¢ < d.

4 Vi betraktar den funktion f som definieras pa intervallet [1,3] av

ekvationen
r+3

He) = 3r+1

Visa enbart pa basen av definitionen for gransvardet av en funktion att

lim f(z) 0

z—2 o 7




INSTITUTIONEN FOR MATEMATIK OCH STATISTIK
Grénsvirden 2016

Kursprov 27.10.2016

1 Bestim
. 14n?
lim
n—oo 1, + n?

pa basen av kursens kunskaper. I uppgiften far man kénna till gransvardet
for en konstant talféljd och foljden (%), samt satser som berér griansvirdet
for talféljder. Motivera ditt svar noggrant!

2 Anta att det reella talet z satisfierar olikheterna |z — 1] < 3 och
|z — 7| < 5. Visa att talet  d& ocksa satisfierar olikheten |z — 3| < 1.

3 Visa pa basen av definitionen fér att en talfsljd gar mot oo (dvs. vixer
obegrinsat) att
n?+1
im =
n—oo N 4+ 1

4 Betrakta den funktion f som #r definierad i intervallet [1, 3] med ekva-

tionen +3
T
fle) = z+8

Visa pa basen av definitionen av griansvirdet for en funktion att

lim f(z) = %

T2




AVDELNINGEN FOR MATEMATIK OCH STATISTIK
MAT11004 Differentialkalkyl
Kursprov 17.12.2019 kl 12.00-14.30

Tillatna hjalpmedel: skrivimaterial och kalkylator.

Lamna utrymme 6verst pa svarspappret for anteckning av poangtalen!

1 Bestdm
%+ 3
z1 425 + 6
med hjéilp av kursens satser om gransvardet av funktioner. I uppgiften far
du ockséd anvinda kunskaper om griansvirdet av en konstant funktion och av
funktionen f(z) = z. Motivera noggrant!

2 Man betraktar funktionen f: R — R som definieras av ekvationen
f(z) =% —sinz.

Visa med hjalp av de egenskaper om kontinuerliga funktioner som behandlats
pa kursen att det finns ett minsta viarde i mangden av virden som funktionen
f antar. I uppgiften far man anta som ként att funktionen f ar kontinuerlig.

3 Man betraktar funktionen f : |0, co[ — ]0, co[ som definieras av ekva-
tionen

f(x) = 22009 4 .

Visa med hjilp av kursens kunskaper att funktionen f har en strangt vaxande
deriverbar invers funktion f~': ]0, co[ — ]0, 0o[. Bestdm derivatan (f~!)'(2)
av den inversa funktionen.

4 Visa med hjalp av kursens kunskaper att for varje z > 4 giller olikheten
1

Det 16nar sig att betrakta hjalpfunktionen som definieras av ekvationen

1




Differentialkalkyl, varen 2019
Kursprov 4.3.2019

I kursprovet far man anvinda en kalkylator, men inga andra hjalpmedel
(det &r exempelvis inte tillitet att anvinda en tabellbok). Kom ihdg att mo-
tivera dina 16sningar noggrant. Obs. Ett svar som erhallits med en kalkylator
ricker inte som motivering i nagon av uppgifterna.

1. Sok sadana reella tal a och b att funktionen

r—1, da —-1<z<1,
f(x)=¢ az+b, dal1<xr<2
3z, da2<zr<4

ar kontinuerlig i sin definitionsmangd [—1,4). Motivera din 16sning.

2. Bestim de lokala extremvirdespunkterna och de lokala extremvirdena
till funktionen f : [0,00) = R

Har funktionen ett storsta eller ett minsta virde?

3. Anta att funktionen f : R — R satisfierar villkoren
sinz < f(z) <z

)
for varje = € [0, I] och f(—z) = —f(z) da z € [0, %] Visa att f &r
deriverbar i punkten z = 0 och f’(0) = 1.

4. Man definierar funktionen f : [0,00) = R pa foljande sitt

_
fe)= s

for alla x € [0,00). Visa att funktionen f har en invers funktion
ft: £([0,00)) = [0,00). Bestam definitionsméangden till den inversa
funktionen. Berskna (f71) (3).




INSTITUTIONEN FOR MATEMATIK OCH STATISTIK
Differentialkalkyl

Kursprov
22.12.2016

Tid: 2 t 30 min
Lamna utrymme ovan pa forsta sidan av svarspappret for anteckning av

poéngtalen.

1. Visa att

. T+2
lim. = 00.
=2t T — 2
2. Betrakta den funktion f: [0, 2] — [0, 160] som definieras av ekvationen
f(z) = 2° + z7. Visa att funktionen f har en stringt vixande kontinuerlig
invers funktion g:[0,160] — [0,2], som &r deriverbar i intervallet 0, 160].
Bestam ¢'(2).

3. Visa att den funktion som definieras av ekvationen f(z) = |z? — 2z|
inte &r deriverbar i punkten z = 2.

4. Betrakta den funktion f:R — R som definieras av ekvationen

z? sin(e*”)

f(w)=m'

Visa att det finns ett reellt tal a € R, sa att det for alla z € R giller att
f(z) < f(a). Obs.: I denna uppgift 16nar det sig inte att undersoka derivatan!




MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS
Differentiaalilaskenta

Kurssikoe

22. 12. 2016

Laskuaikaa 2,5 tuntia

Jitd ensimmaéisen sivun yldreunaan tilaa pisteiden merkitsemistéd varten.

1. Osoita, etté

2. Tarkastellaan yhtalélld f(z) = z° +2z7 médriteltyd funktiota f:[0,2] —
[0,160]. Osoita, ettd funktiolla f on aidosti kasvava jatkuva ké#nteisfunktio
g:10,160] — [0, 2], joka on derivoituva vililld )0, 160[. M&srita ¢'(2).

3. Osoita, ettd yhtalolla f(z) = |z? — 2z| médritelty funktio ei ole deri-
voituva kohdassa z = 2.

4. Tarkastellaan yhtalolla

22 gin(e*”)

f($)=m

médriteltys funktiota f: R — R. Osoita, ettd on olemassa reaaluluku a € R,
jolle kaikilla z € R péatee f(z) < f(a). Huom: Téssé tehtévéssé ei kannata
tarkastella derivaattaa!




HELSINGIN YLIOPISTO
HELSINGFORS UNIVERSITET
UNIVERSITY OF HELSINKI

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Ditferentiaalilaskenta
Kurssikoe 17.12.2015

1. Tutki jatkuvuuden (&, §)-méédritelmén avulla, onko funktio f: R — R,
{ Iy 2, x<4,

T x>4,
Jjatkuva pisteessi x = 4.

2. Olkoon f: [-1,00) > R,
f(x)=xe* x>-1.
(a) Madritd funktion f lokaalit diriarvokohdat.
(b) Madritd funktion f pienin ja suurin arvo.

3. Tarkastellaan yhtdléd 4x + Vx+1 =4, kunx > 0.
(a) Osoita, ettd yhtdl6lld on ratkaisu.
(b) Osoita, ettd yhtilolld on tismélleen yksi ratkaisu.

4. Positiivisten lukujen a ja b geometrinen keskiarvo on Vab. Osoita, étti lukujen a ja b, missi
b > a > 0, geometrinen keskiarvo saadaan viliarvolauseessa esiintyvisti pisteestd & € (a, b)

funktiolle f: [a,b] —» R,
1
;.

fx) =

Huom! Laskimella saatu vastaus ei missiiin tehtivissi riitii perusteluksi.




INSTITUTIONEN FOR MATEMATIK OCH STATISTIK
Analys I
1. kursprovet 23.10.2014

Lamna utrymme ovan pa forsta sidan av svarspappret for antecknandet
av podngtalen.

1. Bestam
Ind+n

I uppgiften far man anvénda kursens satser och kunskaper om grinsvirdet
av konstanta talfoljder och talféljden (z,), dir z, = X for alla n.

2. Visa pa basen av definitionen for griansvirdet av en talféljd att

4
n-|—3_4

1mm
n—oo T, + 1

(I uppgiften far man alltsé inte hinvisa till de satser som bevisats pa kursen
som berér grénsvirdet av talfoljder.)

-3: Visa pé basen av definitionen for grinsvirdet av en funktion att

limz? = 9.
z—3

4. Anta att A &r en icke-tom uppat begrinsad méingd av positiva reella
tal och att a = sup A. Vi betecknar

B = {—2z | z € A}.

Visa noggrant att —2a = inf B.




INSTITUTIONEN FOR MATEMATIK OCH STATISTIK
Analys I
1. kursprovet 18.10.2012

1. Bestam
In?+2n+1

nro0 n2+2n+3°
I uppgiften f&r man anvinda kursens satser samt kunskap om grénsvirden
for konstanta talfoljder och talféljden (%) Motivera noggrant!

2. Visa med hjilp av definitionen av griansvirdet for en talfoljd att

2n+1 2

o 3n+1 3

3. Visa med hjilp av definitionen av griansvardet for en funktion att

lim 2r+1 B 5
=23z +1 7
4. Anta att
lim z, = -1 och lim y, = o0.
n—o0 n—ooo

Visa att
' lim (z,, + y,) = o0.

n—oo




INSTITUTIONEN FOR MATEMATIK OCH STATISTIK

Analys I
2. kursprovet
16.12. 2010

1. Bestam
-1

}cl—»I% 4 +1
med hjslp av kursens satser. Motivera noggrant!

2. Funktionen f satisfierar for alla z < 0 villkoret f(z) = z° och for allaz > 0
villkoret f(x) = z2. Ar f deriverbar i punkten z = 07 Motivera noggrant!

3. Visa att det finns a € R, s& att for alla-x € R géller

sin(e®) _ sin(e?)
2+1 = a?+1"

I uppgiften lonar det sig kanske inte att anvinda derivatan.

4. Definiera funktionen f:]0, 5[— R med villkoret

sinz

flay =22

X

Visa att f &r strdngt avtagande.

4. Lisy, wonotomicrtet <7 tedagt for £ (siker £ Go<O ¥xe(0.%))
-F(%) D(%‘)' XCOSK ~ SinX XG(O ) _

X B9 X Cosx - Sinx M Xé(&' )

z
caﬁr =0

g&) X+ X- o8 ﬁM = X ~tonx
Visa 9()()(0 VXGJO"
969 = 1- ooz = C"’”zx Leoilo®

= g Vv ( (01@ = 9&): w-tanx < 9(0):()
ont, 1 (0,"72) Vxe (01111)

> f (0<0 i (077
-;710\[,




Integralkalkyl 2024

Examen

Till tenten fir du ta med dig 7 ensidiga A4-sidor handskrivna anteckningar.
Inga bocker, minirdknare, mobiltelefoner, datorer, etc.

Besvara fyra uppgifter.

1.

2.

Vet yop—4
Berikna integralen / L— dr.
Jo (& +2)(x—2)

Lat f:[0,1] - R,

T, nirr=1%k=12...

0, annars.

Ge en uppdelning av intervallet [0,1] s att skillnaden mellan &ver- och
undersumman for funktionen - f dr hogst 1—10.

Markus beriknar derivatan f’ pa foljande sitt, nir f(z) = foex sinet dt:

Enligt analysens grundsats ir derivering och integration inversa
operationer. Saledes dr

d [° : .
f(z) = a/ sine'dt = [sine’]s =sine® —sine.
0

Stk felet i resonemanget och presentera en korrekt hirledning av deriva-
tan.

r+4 Inz+ "
5,927 Kom

1
Konvergerar eller divergerar integralen
& & & /0 sing + Inx + 22 4 e

ihdg att motivera ditt svar.

. Lat (fi) vara en foljd av funktioner fx : [e,b] — R, med ett tal M > 0

sadant att
|frexr1(z) — fi(z)| < M27%

for alla z € [a,b] och k = 1,2,.... Visa att f, konvergerar likformigt mot
nagon funktion f : [a,b] = R.

Lycka till med tenten och tack for kursen!




Integraalilaskenta kevdt 2024
Tentti

Tenttiin saa tuoda 7 yksipuolisen A4-sivun verran omakétisid muistiinpano-
ja. Ei kirjoja, laskimia, kdinnykdsité, tietokoneita, jne.
Vastaa neljdin tehtdviin.

1 2
2z — 4
1. Laske integraali/ (m 2 L.
0

z+2)(x-2)
2. Olkoon f:[0,1] — R,

z, kinz=31k=12...
f(z) = { *
0, muuten.

Etsi sellainen vilin [0, 1] jako, ettd sitd vastaavien yld- ja alasumnman ero-

tus funktiolle f on korkeintaan 5.

3. Markus laskee scuraavasti derivaattaa f/, kun f(z) = foe‘ sinet dt:

Analyysin peruslauseen mukaan derivointi ja integrointi ovat
kédnteisid operaatioita. Siten

d [° < -
"z) = — sinet dt = [sine’]¢ =sine® —sine.
dz Jy 0

Etsi paittelystd virhe ja esitéd korjattu derivaatan lasku.

x4 e + e”

. —dz 7 Muis-
sinr + lnx + o2 4 22

1
4. Suppeneeko vai hajaantuuko integraali /
0

ta perustella vastauksesi.

5. Olkoon (fk) jono sellaisia funktioita fr : [a,b] — R, etti on olemassa
M > 0, jolle
[frr1(z) — felz)| < M27F

kaikilla x € [a,b] ja £ = 1,2,.... Osoita, etti f, suppenee tasaisesti kohti
jotakin funktioita f : [a,b] = R.

Onnea tenttiin ja kiitos kurssistal




HY / Matematiikan ja tilastotieteen osasto
MAT11005/AYMAT11005: Integraalilaskenta
Kurssikoe 2.3.2020

Sallitut apuvilineet: Ei apuvilineita.

tl. (6p.) Laske
/ zsin(z) dz.
0

Perustele vastauksesi.

t2. (6p.) Suppeneeko epéoleellinen integraali

o ]
/ 5 dx?
1 ¢4 =x

Perustele vastauksesi.

t3. (6p.) Laske
Mim J {5+, s z.

Perustele vastauksesi.

t4. (6p) Olkoon f: [0,1] — R integroituva funktio ja olkoon g: [0,1] — R sellainen
funktio, ettd g(z) = f(z) kaikilla z €]0,1]. Osoita, ettd g on integroituva.




HELSINGIN YLIOPISTO
HELSINGFORS UNIVERSITET
UNIVERSITY OF HELSINKI

Avdelningen for matematik och statistik
MAT11005 Integralkalkyl

m Kursprov 2 h 30 min
8.5.2018

I kursprovet far man anviinda en rilkneapparat, men inga andra hjilpmedel (det iir exem-
pelvis inte tillatet att anviinda en tabellsamling).

'

1. Berédkna integralen j

—(1 +Inx)’ dx.
1 X

x+1

2. Varfor &r integralen f ) dx oegentlig? Undersok om den konvergerar.
1 X X

3. Lat f: [-2,2] = R,

1, -2<x< -1,
f)=4-1, -1<xg1,
2, l<x<2,
1 1
och 14t J vara delningen -2, -1 — —, -1, 1, 1 + —, 2 av intervallet [-2, 2], da n € Ny, n>2.
n n
(a) Berikna dversumman S,(f) och undersumman S ;(f) som hor till delningen J for funk-
tionen f.
(b) Visa med hjdlp av Riemanns integrerbarhetsvillkor att f &r integrerbar. Vad 4r integralens
virde?

4. Lat f,: [0,3] - R, f,(x) = e ™, neN,.
(a) Bestdm gransvirdesfunktionen f: [0,3] - R, f = lim f,.

(b) Ar konvergensen f, — f likformig pa intervallet [0, 3]?

Obs! Ett svar som erhillits med en rikneapparat riicker inte som motivering i nagon av
uppgifterna.




HELSINGIN YLIOPISTO
HELSINGFORS UNIVERSITET
UNIVERSITY OF HELSINKI

Institutionen for matematik och statistik
Integralkalkyl

Kursprov 10.3.2016

|
KBerﬁkna integralerna (a) f xe>* dx och (b) f (3x—2)" dx.
0

konvergerar.

® dx
2. Undersok om den oegentliga integralen f
0 Vxb+ 1

3. L4t f: [-1, 1] = R vara funktionen f(x) = x?, x € [-1,1].
(a) Undersdk om det finns en delning J av intervallet [—1, 1], for vilken skillnaden av &ver-

och undersumman satisfierar §,(f) -S,(H>2
(b) Bestidm de punkter z € (1, 1) som forekommer i integralkalkylens medelvirdessats {or

I: f(x)dx.

Rita en bild som askadliggor den geometriska tolkingen av integralkalkylens medelvir-
dessats, fran vilken framgar de omraden i planet som har samma area.

integralen

MNLAf: [0,11 > R, f;(x) = ——, ne N,
: 1 +nx
(a) Bestdm griansfunktionen f: [0,1] = R, f = lim f,.
(b) Ar konvergensen f, — f likformig i intervallet [0, 1]?

1
(c) Berdkna lim f fo(x0)dx.
n—oo 0

Obs! Ett svar som erhallits med hjilp av en kalkylator ricker inte som motivering i nigon

av uppgifterna.




Advanced Calculus MAT11008

Course Examination

March 4, 2019

Not any kind of notes are allowed in the exam. A calculator is allowed.

Solve each problem. Justify your answers by presenting steps of reasoning or

computations as well as justifications for using known rules and results when
needed.

1. Use the Triangle Inequality to show that
la —b| = ||a| - |b||.

2. Let §= {% Pox > 0}. Show that sup5=% and infS=0.

3. Let ay=3 and a,,; =1+/1+4+a, for n€N.
a. Show by induction that a, = 3 forall n € N.
b. Show that the sequence (a,) is decreasing.
c. Find the limit of the sequence.

4. Assume the function f is defined on a closed interval I/ and furthermore
there is a number M so that

[f(x) = fxp)| < Mlx — xo
whenever x,x, € I.

Show that f is uniformly continuous.




HELSINGIN YLIOPISTO
HELSINGFORS UNIVERSITET
UNIVERSITY OF HELSINKI

Institutionen fér matematik och statistik
Serier

Kursprov 11.5.2017

& 1/k
1. Undersok om serien Z =z konvergerar.
k=1

2. Bestim potensseriens =~ __ konvergensradie och -intervall.
p In(k + 2) g
k=1 : -

3. Bestim ett nirmevirde till talet Ve = e'/*, vars fel dr mindre 4n 0,0001. Anvénd funktionens
f(x) = &* Taylor polynom T,(x; 0) och Lagranges form av resttermen genom att forst soka ett

tillridckligt stort n € IN;.

4. Lat (a;,) varaen delfoljd till foljden (ay).

[>]

(a) Visa att om serien Z a, konvergerar absolut, s konvergerar ocksa serien Z a, absolut.
k=1 =1

oo

(b) Visa att frén den absoluta konvergensen av serien Z ay,; inte nodvindigtvis foljer att
=1

serien Z a, konvergerar absolut. Det omvinda resultatet till resultatet i del (a) giller

k=1
alltsa inte.

Obs! Ett svar som har erhillits med hjilp av en kalkylator récker inte som motivering i
nigon av uppgifterna.




HELSINGIN YLIOPISTO
HELSINGFORS UNIVERSITET
UNIVERSITY OF HELSINKI

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Sarjat
Kurssikoe 11.5.2017

® 1/k
1. Tutki, suppeneeko sarja Z ek_z'
k=1

el 2Jc Kk
2. Maddritéd potenssisarjan Z ﬁ suppenemisséde ja -vili.
i In(k +2)

3. Madritd luvun Ve = e'* likiarvo, jonka virhe on pienempi kuin 0,0001. Kéyti funktion
f(x) = €* Taylorin polynomia T,(x;0) ja Lagrangen jdinndstermimuotoa etsimilld ensin

riittdvéin suuri 7 € IN;.

4. Olkoon (a;) jonon (a;) osajono.

[~

(a) Osoita, etti jos sarja Z a, suppenee itseisesti, niin sarja Z ay; suppenee itseisesti.
k=1 j=1

oo

o oo

(b) Osoita, ettd sarjan Z a, itseisestd suppenemisesta ei vilttimittd seuraa sarjan Z a

j=1 k=1

itseinen suppeneminen. Kohdan (a) tulokselle kédnteinen tulos ei siis pade.

Huom! Laskimella saatu vastaus ei missiiin tehtiiviissi riitéi perusteluksi.




HELSINGIN YLIOPISTO
HELSINGFORS UNIVERSITET
UNIVERSITY OF HELSINKI

Institutionen for matematik och statistik
Analys Il

Kursprov 2, 7.5.2015

i k2/3

1. Undersdk om serien Z To¢ konvergerar.

k=1

| =

2 k!
2. Bestdm potensseriens Z L (x - 5)* konvergensradie, centrum och konvergensintervall.

k=1

N

3. Lat 0 [0,2] = R, f,(x) = (”J;l)x,n €N,

(a) Bestdm grinsfunktionen f: [0,2] —» R, f = lim f,.
(b) Ar konvergensen f, — f likformig i intervallet [0, 2]?

2
(c¢) Berdkna lim f fi(x) dx.
n—oo 0

4. (a) Bestim Taylorutvecklingen f(x) = Ta(x; 0) + x*&(x) for funktionen f(x) = In(1 + x).
(b) Antaatt g: (-1, 1) — R &r tva ganger kontinuerligt deriverbar och g(0) = 0 samt g’(0) =
2. Berdkna
_ s’
=0 In(1 +x) — x’

Obs! Ett svar som erhillits med hjilp av en kalkylator ricker inte som motivering i nigon

av uppgifterna.




HELSINGIN YLIOPISTO
HELSINGFORS UNIVERSITET
UNIVERSITY OF HELSINKI

Institutionen for matematik och statistik
Analys Il

.' Kursprov 2, 7.5.2015

oyl i L
2/ ; "'k{-)

o k3 (Le)

konvergerar.

1. Undersok om serien ToF il
by

k=1

o

k!
2. Bestdm potensseriens Z —(x — 5) konvergensradie, centrum och konvergensintervall.

+1
(n )x,l’lENl.

3. Lat f,: [0,2] = R, fo(x) =
(a) Bestdm gréansfunktionen f: [0,2] - R, f = lim I
(b) Arkonvergensen fi — f likformig i 1ntervallet [O 2]?

(c) Beridkna 11m f fr(x)dx.

4. (a) Bestdm Taylorutvecklingen f(x) = Ta(x; 0) + x°&(x) for funktionen f(x) = In(1 + x).
(b) Antaattg: (—1,1) — R &r tva glnger kontinuerligt deriverbar och g(0) = 0 samt g’(0) =

2. Berikna .
g(x)”

m——
0 In(l + x) — x

Obs! Ett svar som erhallits med hjilp av en kalkylator riicker inte som motivering i nagon
av uppgifterna.




HELSINGIN YLIOPISTO
HELSINGFORS UNIVERSITET
UNIVERSITY OF HELSINKI

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Analyysi ll
Kurssikoe 2, 7.5.2015

* k2/3

1. Tutki, ki j —_—
utki, suppeneeko sarja 2. 10F

(o)

k! -
2. Madritd potenssisarjan E ﬁ(x — 5) suppenemisside, keskus ja suppenemisvili.
k=1

(n+ l)x’n €N,

3. Olkoot f,: [0,2] = R, fi(x) =

(a) Madrité rajafunktio f: [0,2] — R, f = lim f,.
(b) Onko suppeneminen f, — f tasaista vililla [0, 2]?
2

(c) Laske lim f fa(x) dx.
n—o0 0

4. (a) Muodosta funktiolle f(x) = In(1 + x) Taylorin kehitelmd f(x) = T»(x; 0) + x*&(x).
(b) Oletetaan, ettd g: (—1,1) — R on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva ja g(0) = O seki

g’(0) = 2. Laske
im 86 1
0 In(l +x) — x

Huom! Laskimella saatu vastaus ei misséin tehtivéssi riitd perusteluksi.




HELSINGIN YLIOPISTO
HELSINGFORS UNIVERSITET
UNIVERSITY OF HELSINKI

Institutionen for matematik och statistik
Analys

Kursprov 1
5.3.2015

1. (a) Bestdm konstanterna A och B sa att
1 A B

= + :
X+x=-2 x-1 x+2

0 dx
]x2+x—2'

(b) Berikna f

2. Undersok ifall den oegentliga integralen € dx konvergerar.
0 X

3. Lat f: [1,4] — R vara funktionen
I, 1<x<2,

f(x)=142, 2<x<3,
3, 3<xg4,

ochldt 1,2,2+ 1,3 - 13 4 vara indelningen J av intervallet [1,4], dirn € Ny, n 3> 3

(a) Berékna undersumman S ;(f) och versumman §J( .
(b) Visa pd basen av del (a) och Riemanns integrerbarhetsvillkor att f 4r integrerbar.

4. (a) Lat f: [-1,1] — R varaen funktion, vars andra derivata S dr kontinuerlig pa intervallet

[—1,1]. Visa att

1 .

f xf'(x)dx = /(1) + f(=1) = f(1) + f(-1).
-1

(b) Beridkna
: i
f xe* dx.

t




HELSINGIN YLIOPISTO
HELSINGFORS UNIVERSITET
UNIVERSITY OF HELSINKI

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Analyysi ll

Kurssikoe 1

5.3.2015

1. (a) Madritd vakiot A ja B siten, ettd
1 A B

= + .
*+x-2 x-1 x+2

O dx
(b) Laske J:] m

(s ex
2. Tutki, suppeneeko epdoleellinen integraali —dx.
0o X

3. Olkoon f: [1,4] — R funktio
1, 1<x<2,

F) =12, 2<x<3,
3, 3<x<4,

jaolkoon 1,2,2+ 1,3 — 1.3 4 vilin [1,4] jako J, missi n € Ny, n > 3.

(a) Laske alasumma S ,(f) ja yldsumma S,(f).
(b) Osoita kohdan (a) ja Riemannin integroituvuusehdon perusteella, etti f on integroituva

4. (a) Olkoon f: [-1,1] — R funktio, jonka toinen derivaatta f”” on jatkuva vililld [-1, 1]

Osoita, etti

1
f1 xf'(x)ydx = f'(1) + f'(=1) — f(1) + f(=1).

(b) Laske
1
f xe* dx.
-1
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o0 1 1 k
1. Undersok om serien Z (5 + E) konvergerar.
k=1

o< oo

2. Anta att serien Z a; konvergerar absolut. Visa att serien Z a; cos(kx) konvergerar likfor-
k=1 k=1

migtiR.

. e B+ D
3. Bestdm potensseriens Z _Ufa—)
k=1 -
(a) konvergensradie, ,
(b) centrumpunkten och konvergensintervallet.
K3 (x + 1

(¢) Berikna §'(<1) och S®19(~1), d vi betecknar § () = »  ——
k=1

for alla punkter x

i konvergensintervallet.

4. Lat oss undersoka funktionen f(x) = e*"*, x € R.

(a) Bestdm Taylor polynomet T, (x; 0) for f.
(b) Undersok om funktionen f har extremvirden i punkterna n - 7, dir n € Z. Om den har,

ar det friga om minimum- eller maximumpunkter?




HELSINGIN YLIOPISTO
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Kurssikoe 2, 6.5.2014

(1 1)
. Tutki, suppeneeko sarja Z ( ) ;

— + —
—\2  k
. Oletetaan, ettd sarja Z a, suppenee itseisesti. Osoita, ettd sarja Z ay cos(kx) suppenee ta-
k=1 k=1

saisesti R:ss4.

. Médritd potenssisarjan Z
k=1

(a) suppenemisside,

(b) keskus ja suppenemisvili.

Elx+ 1)*
34

> K (x + 1)
ﬁk—) kaikilla suppenemis-

(c) Laske S’(~1) ja S ®°'9(-1), kun merkitdén S (x) = Z
k=1
vilin pisteilld x.

. Tarkastellaan funktiota f(x) = ™%, x € R.

(a) Miiritd funktion f Taylorin polynomi T5(x; 0).

(b) Tutki, onko funktiolla f #ériarvoja pisteissd n- 7, missd n € Z. Jos on, niin onko kyseessd
minimi- vai maksimikohta?
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1
L. Beréiknaf Vxsin(x*? - 1) dx.
0

2, Lat f: [-2,2] - R,
X2+2x, -2<x<0,
f(x)—{x+c, O<x<g2

dir ¢ € R &r en konstant.
(a) Omc = 3 finns det en punkt z € {2, 2] for vilken

1 2
=y f £ dx?
-2

Varfor motsédger din observation inte integralkalkylens medelvardessats?
(b) Bestdm konstanten ¢ € R s& att du kan tillimpa integralkalkylens medelvérdessats pa
funktionen f pé intervallet [-2,2]. Vilken #r den punkt z € [-2,2] som finns enligt

satsen?

3. Undersok ifall den oegentliga integralen f konvergerar.
4

x -—
4. Lat f: [a,b] — R vara vixande, och 1t J, vara den ekvidistanta indelningen av intervallet
b—
[a, b], dir alltsd x; — xp) = —— forallak = 1,2,...,n.

n
(a) Visa att skillnaden melian 6versumman och undersumman satisfierar

T b oMLY — Fla)
S5,(/)=8, ()= (6= a)(f(b) = fla))

n
(b) Visa pa basen av del (a) och Riemanns integrerbarhetsvillkor att f on integrerbar.




5./9‘1
“

y =2 7.

Linjir algebra och matrisrikning I
Helsingfors universitet, institutionen for matematik och statistik |
Allmén tentamen 11.1.2017 ‘

W 1. Ta reda pd hur ménga losningar ekvationssystemet har i foljande fall. Motivera dina svar.

(a) Ekvationssystemets motsvarande matris har med elementéira radoperationer fatts i
I formen |

1 =5 0 0|0
0 0100

e 0 0 0 1|0 $
N 0 000]0

\ (*(l'ﬁ_é\ (b) Ekvat.ionssy;ﬁenmliﬁ koefficientmatris kan med elementéra radoperationer andras till
- "N D — ~A_S
M-S NVIVA : : ' ‘
e v E R gd 7 -5 6 Sad Ll 5 A\< "
S IRy 8 —1 13|. = —
Sloe e $—S W S ®W - —_
L o 0 0 0 \'J“,r@)a?;:sjva VAN (.

2. (a) Spédnner vektorerna 9, = (2,1, -3), 7, = (1,1, 1) och 93 = (1,0, —4) upp rummet R3?

(b) Ge ett exempel p4 ett tredimensionellt delrum till rummet R®. Motivera ditt svar.

3. (a) Bestam koordinaterna fér ¥ = (2, 5) med avseende pa basen ((-1,2),(0,3)).

(b) Beteckna 7, = (1,0,8) @iy = (1,1,0) ach 5y = (—1,0,4), dir 0 € R Far vilks virden
pé a ar foljden (01, vy, v3) fri? A

Vi betecknar w = (—2,1) och v = (3, —4). 5:2 2 3

4.
w g §=/

U a) Berékna projektionen proj,, (v). Minnesuppfriskning: proj(v),; = 22w 323 >
proj proj, 7 ] : =2 B
&= D = 3
b) Rita en bild av vektorerna @, w, proj,(¢) och © — proj..(v). Forklara med egna ord,
Proj; Projg g
b

N hur skillnadsvektorn o — proj,(¢) hér ihop med definitionen av projektion.
30 5. (a) Visa att o = (1, —2) 4r en egenvektor till matrisen
o | 1%
K[ o a0 e
M| 31 & 7
U\:} }a\ Vad dr det motsvarande egenvirdet? Motivera ditt svar med hjalp av definitionen for
4§ 1 o > egenvarden.

Vi betecknar w = (—2,1). Det finns en 2 x 2 -matris A, fér vilken det galler att da
3 |9 man multiplicerar vektorer med den, sa projiceras vektorerna i delrummet som spanns
) 5 “b upp av w. Med andra ord géller Az = proj;(z) for alla £ € R2. Matrisen A har tva
egenvirden. Vilka dr de? Noggranna motiveringar krivs inte, du kan t.ex. anvanda en
bild som stdéd for dina motiveringar.

WOl €V~ - ] £
SN @R = A e e bt |~
. - I
&;?";gﬂv"%—)—\ga )
.-(\NN
\]-&'\}TQ,-,
g i TR
Ren SN 3
e N | A 3




Linjir algebra och matrisrikning I
Helsingfors universitet, institutionen for matematik och statistik
Kursprov 26.10.2016

I provet far rdknare eller tabellbok ej anvindas. Kom ihdag att motivera alla dina svar.

1. Vi undersoker vektorerna v; = (1,1, 1), v2 = (0,2,0) och v3 = (1,—1,1).

(a) Ar foljden (9, U, 93) fri? Motivera ditt svar med definitionen fér vektorers frihet.
(b) Spéanner vektorerna vy, Uz och 73 upp rummet R3? Motivera ditt svar med hjilp av
definitionen for uppspédnning.

(c) Beskriv hur delrummet span(v;, vy, v3) ser ut. Kom ihdg att motivera ditt svar.

2. (a) Matrisen A har egenvektorn ¥ = (3, —1). Vilka av f6ljande vektorer kunde vara Av
och vilka ej? Ifall vektorn kan vara Awv, beratta, vilket egenvarde hor till vektorn v.

a=1(2,4), b=(-1,1/3), ¢&=(6,-2,0)

(b) Matrisen B har egenvérdet 1/2, som hor till egenvektorerna w och 4. Visa, att dven
—4w + 2u ar en egenvektor till vilken egenvéirdet 1/2 hor.

3. (a) Din kompis pastar, att ett ekvationssystem har oéndligt manga lésningar, ifall det i
dens motsvarande trappstegsmatris finns en nollrad. (Det vill séga raden har endast
nollor bade till hoger, samt till vinster om strecket.) Ge ett exempel pa en trappstegs-
matris, i vilken det finns en nollrad, men dess motsvarande ekvationssystem har

i. exakt en losning
ii. inga losningar.
Kom ihag att motivera ditt svar.

(b) Vi antar, att A ar en kvadratisk matris, fér vilken A? — 34 + I = O géller. Visa, att
matrisen A ar inverterbar, och att dens inversmatris ar 31 — A.

4. (a) Aladdin far med sin matta fran sitt palats mot solnedgingen. Han styr d& sin matta
med riktningsvektorn w = (=5, —1,2). Efter att ha akt en bit, gér Aladdin en rat-
vinklig svang och kommer da till skattgrottan. Skattgrottans platsvektor raknat fran
palatset ar v = (—22, 20, 0).

i. Bestam vektorns o projektion pd delrummet som vektorn w spianner upp.

ii. Forklara med egna ord och bilder, pad vilket siatt projektionen vi rdknade i f6-

regdende deluppgift och Aladdins flygresa ar relaterade.
Minnesuppfriskning: proj(v)g = 2w
(b) Vi vill ta reda pa, ifall vektorerna 1, ty och 43 bildar en bas fér rummet R®. D4 vi

underséker ifall rummets R? vektor w = (wy, ws, w3) kan skrivas som en linjirkombi-
nation av vektorerna i, %s och i, far vi ett ekvationssystem, vars koefficientmatris
determinant ar —13. Ar det friga om en bas? Férklara noggrant din slutlednings mel-
lansteg.

5. Svara efter provet pa ett kort frageformuldr gillande Stack-uppgifterna. Du far 4 provpo-
ang av att svara. Linken till formulédret skickas till dig per e-post och den hittas dven pa
kurshemsidan.




Lineaarialgebra ja matriisilaskenta I
Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kurssikoe 26.10.2016

Kokeessa ei saa kayttad laskinta eikd taulukkokirjaa. Muista perustella kaikki vastauksesi.

1. Tutkitaan vektoreita v; = (1,1,1), v2 = (0,2,0) ja v3 = (1,—1,1).

(a)
(b)

(b)

Onko jono (o1, vy, v3) vapaa? Perustele vastauksesi vapauden méaritelmén avulla

Virittavitkod vektorit o7, U, ja U3 avaruuden R3? Perustele vastauksesi virittdmisen
médritelméan avulla.

Kuvaile, milta aliavaruus span(v;, s, v3) ndyttad. Muista perustella vastauksesi.

Matriisilla A on ominaisvektori v = (3, —1). Miké seuraavista vektoreista voisi olla
Av ja miké ei? Jos vektori voi olla Aw, kerro, miké silloin on vektoria v vastaava

ominaisarvo. )
a=(2,4), b=(-1,1/3), ¢=(6,—-2,0)

Matriisilla B on ominaisarvo 1/2, jota vastaaavat ominaisvektorit w ja u. Osoita, ettd
myds —4w + 24 on ominaisarvoa 1/2 vastaava ominaisvektori.

Kaverisi viittaa, ettd yhtaloryhmalld on dareton maara ratkaisuja, jos sitd vastaavassa
porrasmuotoisessa matriisissa on nollarivi. (Toisin sanoen rivilld on nollia seka viivan
oikealla ettd vasemmalla puolella.) Anna hénelle esimerkki porrasmatriisista, jossa
esiintyy nollarivi mutta jota vastaavalla yhtaloryhmalla on

i. tdsmalleen yksi ratkaisu
ii. ei yhtdan ratkaisua.

Muista perustella vastauksesi.

Oletetaan, etté A on nelidmatriisi, jolle patee A2 — 34 + I = O. Osoita, ettd matriisi
A on kadntyva ja sen kddnteismatriisi on 31 — A.

Aladdin lahtee matollaan palatsistaan kohti laskevaa aurinkoa. T4ll6in hdn ohjaa mat-
toaan suuntavektorilla w = (—5,—1,2). Edettyddn jonkin matkaa Aladdin tekee suo-
rakulmaisen kadnnoksen ja padtyy aarreluolalle. Aarreluolan paikkavektori palatsista
lagkettuna on ¥ = (—22, 20, 0).

i. Maarita vektorin ¥ projektio vektorin w virittdmaélle aliavaruudelle.
ii. Selitd omin sanoin ja kuvin, milld tavoin edellisessd kohdassa laskettu projektio
liittyy Aladdinin lentomatkaan.

Muistin virkistys: proj(v)e = o=

Halutaan selvittds, muodostavatko erdat vektorit 4y, @y ja s avaruuden R® kannan.
Kun tutkitaan, voiko avaruuden R?® vektoria w = (w;, wp, w3) kirjoittaa vektoreiden
U1, Up ja u3 lineaarikombinaationa, paddytdan yhtaloryhmaén, jonka kerroinmatriisin

determinantti on —13. Onko kyseessé kanta? Selitd huolellisesti pdattelysi valivaiheet.

5. Vastaa kokeen jilkeen Stack-tehtévid koskevaan lyhyeen kyselyyn. Saat kyselyyn vastaa-
misesta 4 koepistettd. Kyselyn linkki ldhetetdén sinulle sihkdpostitse ja se loytyy myos
kurssisivulta.

J
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Lineaarialgebra ja matriisilaskenta II
Kurssikoe 4.3.2020

Helsingin yliopisto, Matematiikan ja tilastotieteen osasto

(a) Onko olemassa sellaista lineaarikuvausta L : R® — R3, ettd L(1,1,2) = (0, 1,1),
L(0,1,0) = (1,1,1), ja L(1,2,2) = (5,6, 7)? Perustele vastauksesi.

(b) Olkoon L : R? — R? lineaarikuvaus, jolle patee L(1,0) = (1,2,0) ja L(0,1) =
(1,1,1). Laske L(3,4).

. Vektoriavaruuden V osajoukkoa W sanotaan aliavaruudeks:, jos seuraavat ehdot pa-

tevat:
(i) w+ u € W kaikilla w,u € W
(i) cw € W kaikillace R, w e W
(iil) 0 € W.

(a) Osoita, ettd joukko

W:{(a 0),|a,b,ceR}
b ¢

on 2 X 2 -matriiseista koostuvan vektoriavaruuden R?*? aliavaruus.

(b) Onko joukko W vektoriavaruus? Perustele vastauksesi lyhyesti.

. Avaruudessa R? voidaan maaritelld sisatulo kaavalla

(@, ) = 2u1v; + ugua.
Tassa tehtavissa kiytetain kyseistd sisituloa. Tutkitaan aliavaruutta W = span((—3,1)).

(a) Onko vektori (1,3) kohtisuorassa komplementissa W=7 Enta vektori (2,12)?
(b) Mairitd aliavaruus W+ ja etsi sille jotkin virittéjat.

(c) Piirré kuva, jossa ndkyy aliavaruudet W ja W+. Miten selitét sen, ettd nama
aliavaruudet eivit kuvassa niyta olevan kohtisuorassa toisiaan vastaan?

Huomaa, ettd koe jatkuu toisella sivulla!




4. Mitka seuraavista vaitteistd pitdvit paikkansa? Todista tai anna vastaesimerkki.

(a) Jokainen lineaarikuvaus L : R* — R? on surjektio.

(b) Jos V on vektoriavaruus ja lineaarikuvauksella L : V' — V on ominaisarvo A € R
ja sitd vastaavat ominaisvektorit v ja @, niin my6s vektori ¥ 4+ % on ominaisarvoa
A vastaava ominaisvektori.

5. (a) Mita tarkoittaa, ettd vektoriavaruudet U ja V ovat isomorfiset? Anna mate-
maattisesti tdsmaéllinen maaritelma ja kerro lisdksi, mikd on sen taustalla oleva
idea.

(b) Tiedetddn, ettd reaalisten 2 x 2 -diagonaalimatriiisien joukko

{(57) 100er}

on vektoriavaruus. Osoita, ettd se on isomorfinen avaruuden R? kanssa (vihje:
yksi tapa tehds tdméi on etsid sopiva lineaarikuvaus).




Kurssikoe: Lineaarialgebra ja matriisilaskenta II, 20.12.2017.
Vastuuopettaja Martina Aaltonen.
Apuvilineet: MAOL, Laskin

Tehtdva 1. Olkoon
W ={(a,0) | a € R}.
a) Osoita, ettd W on vektoriavaruuden R? aliavaruus.
b) Vektoriavaruuteen R? voidaan méaéritells sisdtulo asettamalla

((z1,z2), (y1,92)) = z1y1 + 2z

kaikilla (z1,z2), (y1,¥2) € R%. Kuuluuko vektori (1,1) aliavaruuden W ¢ R?
kohtisuoraan komplementtiin W+ C R? tamén sisitulon suhteen?

Tehtiiva 2. Polynomiavaruuden P aliavaruudella
Py ={peP|p=0 tai deg(p) <2}
on kanta T = (2?2 —z + 1,z — 1,1).

a) Maéritd vektoriavaruuden P, dimensio.
b) Maérité vektorin p = £2 —z+2 koordinaattivektori [p]y kannan 7 suhteen.

Tehtava 3. Olkoon
L:R® 5 R?,  L(x1,22,73) = (21 + T2 + 23,71 + T + 3).

a) Maarita kuvauksen L standardimatriisi.
b) Mairitd kuvan Im(L) C R? dimensio. Mairitd edelleen (esimerkiksi di-
mensiolausetta hyddyntéen) ytimen Ker(L) € R3 dimensio.

Tehtava 4. Olkoon
L:R? 5 R?,  L(z1,2) = (z2,71),

tason R? peilaus suoran span((1,1)) suhteen.
a) Osoita, ettd lineaarikuvauksella L on ominaisarvot A = 1 ja A = —1.
b) Onko lineaarikuvaus L injektio? Perustele.




Linjdralgebra och matrisrikning II
Helsingfors universitet, institutionen for matematik och statistik
Kursprov 21.12.2016

Provtiden &r 2,5 timmar. I provet fir raknare eller tabellbok ej anvandas.

-

1. Utred i foljande fall, ifall det finns en linjér avbildning L, som uppfyller f5ljande krav. Ifall
avbildningen finns, ge formeln som definierar avbildningen.

(a) Vi antar, att L: R® — R? och L(0,1,-1) = (—1,-1), L(-2,2,0) = (-3,2) samt
(b) Vi antar, att L: R? — R? och L stricker ut vektorn (—1,1) till fyrdubbel lingd samt
roterar vektorn (1,0) medsols 90 grader.

2. (a) Ar mingden W = {a + bz + cz?® € P, | abc = 0} ett delrum till rummet P,?

(b) Nedan har bevisats, att
20 b
o (.

ar ett delrum till rummet R2*2. Bevisets logiska struktur innehdller dock brister och &r
heller inte skrivet med bra matematisk stil. Skriv om beviset och ratta bristerna. Anvind
i din 16sning fullstdndiga svenska meningar.

Beuvis:

20 b 2c d| | 2a+2c b+d| |2a+c) b+d
5 0| T =d 0| " |=b+(=d) 0 | |-(b+d) o0

. 2a b _|r(2a) rb| |2(ra) rb
—b 0] " |r(=b) -0  [=(rb) O
2.0 0 fo o0
-0 0 (00
3. I denna uppgift undersoker vi vektorrummets R? delrum W = span((—1, 2, —1),(1,1,1)) samt
vektorn v = (2, -5, 1). Innerprodukten &r definierad som vanlig punktprodukt.
(a) Bestdm projy, (). (Minnesuppfriskning: proj, (%) = Bi45.)
(b) Din kompis har studerat linjaralgebra, men har inte hért talas om det ortogonala komple-

mentet. Forklara till kompisen med ord, vad ortogonalt komplement betyder. Du far, om
du vill, dven rita konceptbilder.

(c) Skriv vektorn ¥ som en summa av tva vektorer, varav den ena tillhér delrummet W och
den andra det ortogonala komplementet W-.

4. (a) Den linjéra avbildningen L: R? — R? speglar planets vektorer ver linjen span((—7,5)).
S6k, utan att bestdmma matrisen, den linjéra avbilndingens L egenvarden. Forklara,
varfor talen du hittade ar avbildningens egenvirden. Motiveringarna behéver inte vara
noggranna, utan du kan referera till till exempel en bild.

(b) Lét V vara ett vektorrum, med basen (9y,...,%,). Vi antar, att L: V — W &r en linjar
avbildning. Visa, att om (L(1), ..., L{7,)) 4r en bas, sa r L en isomorfism.
i

Kom ihdg, att du fdr 4 provpodng av att svara pdé How you learn -frageformularet. Linken till
formuldret har skickats till dig per e-post. Svara senast 23.12.




Lineaarialgebra ja matriisilaskenta II
Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kurssikoe 21.12.2016

Koeaika on 2,5 tuntia. Kokeessa ei saa kayttda laskinta eikd taulukkokirjaa.

1. Selvita seuraavissa tapauksissa, onko olemassa lineaarikuvausta L, joka toteuttaa annetut eh-
dot. Jos kuvaus on olemassa, anna kuvauksen maéritteleva kaava.

(a) Oletetaan, ettd L: R® — R? ja L(0,1,-1) = (-1,-1), L(-2,2,0) = (-3,2) seki
L(-2,0,2) = (0,1).

(b) Oletetaan, ettd L: R? — R? ja L venyttda vektorin (—1,1) nelinkertaiseksi seké kiertas
vektoria (1,0) myotapdivaan 90 astetta.

2. (a) Onko joukko W = {a + bz + cz® € P, | abc = 0} avaruuden P; aliavaruus?

(b) Ohessa on osoitettu, etta
2a b
wo{[ 2] aser)

on avaruuden R?*? aliavaruus. Todistuksen loogisessa rakenteessa on kuitenkin puutteita,
eika se ole hyvalld matemaattisella tyylilla kirjoitettu. Kirjoita todistus uudelleen korjaten
puutteet. Kayté ratkaisussasi kokonaisia suomen kielen virkkeita.

Todistus:

20 b 2¢c d| | 2a+2¢ b+d| |2a+c) b+d
R P IR S B A

dE R A R I

2y

3. Téassa tehtdvassa tutkitaan vektoriavaruuden R? aliavaruutta W = span((—1,2, —1),(1,1, 1))
seka vektoria v = (2, —5,1). Sisatulona on tavallinen pistetulo.

(a) Madrita projy, (v). (Muistin virkistys: projy(v) = 22w.)
(b) Kaverisi on opiskellut lineaarialgebraa, mutta ei ole kuullut kohtisuorasta komplementis-

ta. Selitd hédnelle sanallisesti, mitd kohtisuora komplementti tarkoittaa. Voit halutessasi
piirtdd myos havainnekuvia.

(c) Kirjoita vektori ¥ summana kahdesta vektorista, joista toinen on aliavaruuden W ja toinen
kohtisuoran komplementin W+ alkio.

4. (a) Lineaarikuvaus L: R* — R? peilaa tason vektorit suoran span((—7,5)) suhteen. Etsi
matriisia maarittamatta lineaarikuvauksen L ominaisarvot. Selitd, miksi 16ytdmaési luvut
ovat kuvauksen ominaisarvoja. Perusteluiden ei tarvitse olla tarkat, vaan voit nojautua
niissé esimerkiksi piirrokseen.

(b) Olkoon V' vektoriavaruus, jolla on kanta (7y,...,7,). Oletetaan, ettd L: V — W on
lineaarikuvaus. Osoita, ettd jos (L(7y), ..., L(v,)) on kanta, niin L on isomorfismi.
v ovel pn
Muista, etta saat 4 koepistettd HowULearn-kyselyyn vastaamisesta. Kyselyn linkki on ldhetetty
sinulle sdhkopostitse, ja pidset kirjautumaan kyselyyn myds osoitteessa learn.helsinki.fi. Vastaa
kyselyyn vitmeistdan 23.12.




Lineaarialgebra ja matriisilaskenta II
Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kurssikoe 16.12.2015

Kokeessa ei saa kayttas laskinta eikd taulukkokirjaa. Muista perustella kaikki vastauksesi huolelli-

sesti.

a a a

1. Tutkitaan vektoriavaruuden R?*3 aliavaruutta W = {[b b b} | a,b € R} sekd, kuvausta

(a)
(b)
()
(d)

2. (a)

L:R2 5 W, Llay,ap) = [“1 o “1}

ay ap as|

Osoita, ettd L on lineaarikuvaus.

Maéritd ydin Ker L ja kuva Im L.

Ovatko vektoriavaruudet R? ja W isomorfiset?

Kaverisi tietdd, mitd vektoriavaruuden ovat, mutta hén ei ole kuullut lineaarikuvauksista.
Selita kaverillesi, mitéa c-kohdan tulos tarkoittaa ilman, ettd mainitset lineaarikuvauksia.

. . . . L. 1 15
Keksi matriisavaruuden R2*? aliavaruus, johon matriisi {_1 0 42] kuuluu, mutta mat-

2
Tassé tehtavassa kisitellaan funktioista koostuvan vektoriavaruuden F aliavaruutta W =
span(f, g, h), missd

riisi [3 1/ 2} el kuulu.

ffR>R, f(x)=3z-4,

g R—>R, gz)=2* ja

h: R — R, h(z)=sin(z).
Aliavaruudella W on kanta B = (f, g, h). Miké on vektorin

k:R—> R, k(z)=6z—3sin(z)—38

koordinaattivektori kannan B suhteen?
Oletetaan, ettd lineaarikuvaukselle T': R* — R? patee T(0,1,—1,1) = (-1,-1,0) ja
T(-2,2,0,1) = (-3,2,1). Maarita T(—2,0,2, —1).
Tutkitaan avaruuden R? aliavaruutta W = span((1,1,1), (—1,2, —1)).

i. Ma4ritd projy ((1,0,0)). (Muistin virkistys: proj(v) = Z%2w.)
ii. Projektiokuvaus p: R® — R3, p(Z) = projy (Z) on lineaarinen. Méérité kuvauksen p
matriisi.

Tutkitaan lineaarikuvausta

L:Py—= Py, La+brt+cz®)=a+b+c+(a+b+c)z+(at+b+c)z’
Kuvauksella L on ominaisarvot 0 ja 3. Keksi jotkin naitd ominaisarvoja vastaavat omi-
naisvektorit. Perustele vastauksesi ominaisarvon madritelmén avulla.

Oletetaan, ettd V on sisidtuloavaruus ja ¥y,...,0 € V. Oletetaan lisdksi, ettd vektori
w € V on kohtisuorassa vektoreita vy, ..., U, vastaan. Osoita, ettd w on aliavaruuden
span(vy, .. ., k) kohtisuorassa komplementissa.




Lineaarialgebra ja matriisilaskenta II
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Erilliskuulustelu

12.3.2015

1. (a) Oletetaan, ettd L: R® — R* on lineaarikuvaus, jolle patee L(1,0,0) = (1,0,0, 2)
ja L(0,0,1) = (1,0,4, —2). Maériti L(~2,0,2).
(b) Tutkitaan kuvausta g: R? — R2?, jolle patee
9(1,0) = (1,1),
9(0,1) = (1,-1),
9(1,1) = (2,0),
g(2,2) = (4,0).

Onko kuvaus g valttamatté lineaarinen?

0 0] . 10
‘”i_{tz 2} ja B‘La [JJ'

Anna esimerkki avaruuden R2*? aliavaruudesta, johon matriisi A kuuluu ja
matriisi B ei kuulu. Perustele vastauksesi.

2. (a) Merkitaan

(b) Onko polynomiavaruuden P jono (z, 2z + 1, z3) vapaa?
3. Osoita aliavaruuden médritelméan perusteella, ettd joukko
W ={(2a,b,a) | a,b e R}
on avaruuden R? aliavaruus.

4. (a) Kaverisi on opiskellut lineaarialgebraa, mutta ei ole kuullut ominaisarvon tai
ominaisvektorin késitteestd. Selitd hénelle lyhyesti omin sanoin, mitd ovat
lineaarikuvauksen ominaisarvot ja ominaisvektorit.

(b) Merkitddn w = (—2,3). Tutkitaan projektiokuvausta

P:R? 5 R? P(z)=——u.
Osoita lineaarikuvauksen ominaisarvon mééritelméan avulla, ettd kuvauksella,
on ominaisarvot 1 ja 0.
5. (a) Maarita lineaarikuvauksen
L:R?> 5 R% L(z,z0) = (43, 571 + T2, T1)

standardimatriisi.

(b) Oletetaan, ettd T: V — W on lineaarikuvaus, ja dim(V) > dim(W). Voiko
T olla injektio?




Linjdr algebra och matrisrdkning 11
Helsingfors universitet, institutionen for matematik och statistik
Kursprov 12.12.2012

I provet far man anvinda minirdknare men inte tabellbok.

1. (8 poing)
(a) Antag att L: R? — R? ir en linjir avbildning, for vilken L(1,0) = (1,5) och
L(0,1) = (4,0). Bestam L(4,2).
(b) Antag att T': R* — R3 ir en linjir avbildning, for vilkken T'(1,0) = (1,5, 3)
och T(0,1) = (4,0,1). Bestim matrisen for T

2. (6 podng)

(a) Bestdm egenvardena och de motsvarande egenrummen till matrisen

A= {‘43 Al

(b) En egenvektor till matrisen A ar (0, —2). Forklara kort vad det betyder.

3. (10 poing) I polynomrummet P; kan man definiera en inre produkt med féljande
formel:
(ax + b,cx + d) = 2ac+ 3bd for varje ax + b,cx +d € P;.

(a) Bestdm normen ||3z + 1||.
(b) Vilka av féljande polynom hér till det ortogonala komplementet W+ till del-
rummet W = {az+a | a € R}?

a)r—1 b) 3z — 2

4. (14 podng)

(a) Vilka ar delrummen av vektorrummet R3? Du kan beskriva delrummen med
egna ord och behéver ej motivera dina svar.

(b) Lat W = {(r — 2s, 4s, 3r — s) | r,s € R}. Visa utgdende fran definitionen av
ett delrum att W ar ett delrum av vektorrummet R3.

(c) Sok vektorer som spanner upp det ovanndmnda delrummet W.

(d) Vad 4r dimensionen av delrummet W7 Kom ih&g att motivera ditt svar.

5. (10 poang) Lat L: V —)anra en bijektiv linjar avbildning. Antag att rummet V
har basen (y,...,%). Visa att foljden (L(?1),..., L{Tx)) utgér en bas fér rummet
W.

Ge kursrespons! Din respons ar viktig for oss eftersom vi vill utveckla undervisningen. Du
far via WebQOodi ett email med en ldnk varifran du kommer at att ge responsen. Genom
att ge respons fir man extra podng motsvarande tre riknedvningsuppifter utan stjirna.




Lineaarialgebra ja matriisilaskenta II
Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kurssikoe 12.12.2012

Kokeessa saa kidyttaa laskinta mutta ei taulukkokirjaa.
1. (8 pistetta)

(a) Oletetaan, ettd L: R* — R? on lineaarikuvaus, jolle patee L(1,0) = (1,5) ja
L(0,1) = (4,0). Maarita L(4, 2).

(b) Oletetaan, ettd T: R? — R3 on lineaarikuvaus, jolle pitee T'(1,0) = (1,5, 3)
ja T(1,1) = (4,0,1). Etsi matriisi, jonka méaarddma lineaarikuvaus T on.

2. (6 pistettd)

(a) Médritd matriisin
-3 0
P
ominaisarvot.

(b) Eréds matriisin A ominaisvektori on (0, —2). Selitd lyhyesti, mit4 se tarkoittaa.

3. (10 pistettd) Polynomiavaruudessa P; voidaan maéritelld sisdtulo seuraavalla kaa-
valla:
(ax +b,cx +d) = 2ac+ 3bd kaikilla az + b, cz + d € Py.

(a) Méarita normi ||3z + 1||.
(b) Mitka seuraavista polynomeista kuuluvat aliavaruuden W = {az +a | a € R}
kohtisuoraan komplementtiin W+?

a)z —1 b) 3z — 2
4. (14 pistettd)

(a) Mitka ovat vektoriavaruuden R? aliavaruudet? Voit kuvailla aliavaruuksia omin
sanoin, eikd vastauksia tarvitse perustella.

(b) Olkoon W = {(r—2s, 4s, 3r—s) | r,s € R}. Osoita aliavaruuden maaritelmén
avulla, ettd W on vektoriavaruuden R® aliavaruus.

(c) Etsi edellisen kohdan aliavaruudelle W jotkin virittijavektorit.

(d) Mik4 on aliavaruuden W dimensio? Muista perustella vastauksesi.

5. (10 pistettd) Olkoon L: V — W bijektiivinen lineaarikuvaus. Oletetaan, ettd ava-
ruudella V on kanta (94, ..., 7). Osoita, ettd jono (L(;), ..., L(¥x)) on avaruuden

W kanta.

Anna kurssipalautetta! Palautteesi on meille tarkedd, silld haluamme kehittdd opetus-
ta. Saat WebQOodin kautta sahkopostiisi linkin, josta padset tayttdméadn palautteen. Pa-
lautteen antamisesta myonnetién lisipisteitd saman verran kuin kolmesta tahdettémasta
laskuharjoitustehtavésta.




HELSINGIN YLIOPISTO
HELSINGFORS UNIVERSITET
UNIVERSITY OF HELSINKI

Avdelningen for matematik och statistik
MAT12003 Sannolikhetskalkyl |

[ Kursprov 2 h 30 min
8.3.2018 kl. 12:00-14:30

I kursprovet far man anviinda en rikneapparat, men inga andra hjilpmedel (det ir exem-
pelvis inte tillatet att anviinda en tabellsamling).

l. Man viljer slumpmissigt ett tal fran talen 1, 2, 3, 4, 5. Lat det valda talet vara n. Direfter viljer
man slumpmdssigt ett tal fran talen 1, ..., n.
(a) Vilken idr sannolikheten att det senare valda talet dr 2?
(b) Vilken 4r den betingade sannolikheten att det forst valda talet var 2, di det senare valda

talet ar 27

2. Man antar att A, B och C &r oberoende hindelser i sannolikhetsrummet (Q, 7, P) och att deras
sannolikheter dr alla positiva (speciellt alltsi # 0).
(a) Visaatt BN C # 0.
(b) Visa att hindelserna A och B N C ir oberoende.

3. Forpackningsmaskinen i en spikfabrik fyller en 1dda med spikar en i gingen. Spikarnas vikter
X; dr oberoende slumpvariabler, for vilka EX; = 25 och DX; = 1, dir mattenheten ir gram
(g). Péfyllningen av spikar i en 1ada upphor genast di spikarnas totala vikt dverskrider 10 kg.
Beridkna med hjélp av normalapproximationen sannolikheten att det finns hogst 398 spikar i
en pafylld lada.

4. Lat X, och X, vara oberoende slumpvariabler, for vilka X; ~ Geom(p), i = 1, 2.
(a) Hirled slumpvariabelns ¥ = min{X,, X,} fordelningsfunktion ¥ ~ Geom(l — ¢?), dir
g=1-p.
(b) Bestim EY och D?*Y (= Var(Y)).
Paminnelse: Om X ~ Geom(p), sa giller for dess fordelningsfunktion att Fy(k) = 1 — g**!
forallak=0,1,2,..,dirg=1-p.

Pa omstiende sida av uppgiftspappret finns en tabell med virden av fordelningsfunktionen for
standardnormalfordelningen samt en lista Gver de viktigaste férdelningarnas frekvens- och tiit-
hetsfunktioner samt véntevirdet och variansen. O




Fordelningsfunktionens viirden for standardnormalférdelningen ®@; ®(x) = # f_ ); e 3’ dt

X 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 |
0,0 | 0,500000 | 0.503989 | 0.507978 | 0,511966 | 0,515953 | 0,519938 | 0,523922 | 0,527903 | 0,531881 | 0,535856
0,1 | 0,539828 | 0,543795 | 0,547758 | 0,551717 | 0,555670 | 0,559618 | 0,563560 | 0,567495 | 0,571424 | 0,575345
0,2 | 0,579260 | 0,583166 | 0,587064 | 0,590954 | 0,594835 | 0,598706 | 0,602568 | 0,606420 | 0,610261 | 0,614092
03 | 0,617911 | 0.621720 | 0,625616 | 0,629300 | 0,633072 | 0,636831 | 0,640576 | 0,644309 | 0,648027 | 0,651732
0.4 | 0,655422 | 0,659097 | 0,662757 | 0,666402 | 0,670031 | 0,673645 | 0,677242 | 0,680822 | 0,684386 | 0,687933
0,5 | 0,691462 | 0,694974 | 0.698468 | 0,702944 | 0,705402 | 0,708840 | 0,712260 | 0,715661 | 0,719043 | 0,722405
0,6 | 0,725747 | 0,729069 | 0,732371 | 0,735653 | 0,738914 | 0,742154 | 0,745373 | 0,748571 | 0,751748 | 0,754903
0,7 | 0,758036 | 0,761148 | 0,764238 | 0,767305 | 0,770350 | 0,773373 | 0,776373 | 0,779350 | 0,782305 | 0,785236
0.8 | 0,788145 | 0,791030 | 0,793892 | 0.796731 | 0,799546 | 0,802338 | 0,805106 | 0,807850 | 0,810570 | 0,813267
09 | 0,815940 | 0,818589 | 0,821214 | 0,823814 | 0,826391 | 0,828944 | 0,831472 | 0,833977 | 0,836457 | 0,838913
1,0 | 0,841345 | 0,843752 | 0,846136 | 0,848495 | 0,850830 | 0,853141 | 0,855428 | 0,857690 | 0,859929 | 0,862143
1,1 | 0,864334 | 0,866500 | 0,868643 | 0,870762 | 0,872857 | 0,874928 | 0,876976 | 0,879000 | 0,881000 | 0,882977
1,2 | 0,884930 | 0.886861 | 0.888768 | 0,890651 | 0,892512 | 0,894350 | 0,896165 | 0,897958 | 0,899727 | 0,901475
1,3 | 0,903200 | 0.904902 | 0,906582 | 0,908241 | 0,909877 | 0,911492 | 0,913085 | 0,914656 | 0,916207 | 0,917736
1,4 | 0919243 | 0.920730 | 0.922196 | 0,923642 | 0,925066 | 0,926471 | 0,927855 | 0,929219 | 0,930563 | 0,931889
1,5 | 0933193 | 0.934478 | 0,935744 | 0,936992 | 0,938220 | 0,939429 | 0,940620 | 0,941792 | 0,942947 | 0,944083
1,6 | 0,945201 | 0,946301 | 0,947384 | 0,948449 | 0,949497 | 0,950528 | 0951543 | 0,952540 | 0,953521 | 0,954486
1,7 | 0,955434 | 0.956367 | 0,957284 | 0,958185 | 0,959070 | 0,959941 | 0,960796 | 0,961636 | 0,962462 | 0,963273
1,8 | 0,964070 | 0,964852 | 0,965620 | 0,966375 | 0,967116 | 0,967843 | 0,968557 | 0,969258 | 0,969946 | 0,970621
1.9 | 0,971283 | 0,971933 | 0,972571 | 0,973197 | 0973810 | 0,974412 | 0,975002 | 0,975581 | 0,976148 | 0,976704
2,0 | 0977250 | 0,977784 | 0,978308 | 0978822 | 0,979325 | 0.979818 | 0,980301 | 0980774 | 0,981237 | 0,981691
2,1 | 0982136 | 0,982571 | 0,982997 | 0,983414 | 0,983823 | 0,984222 | 0,984614 | 0,984997 | 0,985371 | 0,985738
2,2 | 0986097 | 0,986447 | 0,986791 | 0,987126 | 0,987454 | 0,987776 | 0,988089 | 0,988396 | 0,988696 | 0,988989
2,3 | 0,989276 | 0,989556 | 0,989830 | 0,990097 | 0,990358 | 0,990613 | 0,990862 | 0,991106 | 0,991344 | 0,991576
2,4 | 0991802 | 0.992024 | 0,992240 | 0,992451 | 0,992656 | 0,992857 | 0,993053 | 0,993244 | 0,993431 | 0,993613
2,5 ] 0,993790 | 0,993963 | 0,994132 | 0,994297 | 0,994457 | 0,994614 | 0,994766 | 0,994915 | 0,995060 | 0,995201
2,6 | 0,995339 | 0.995473 | 0,995604 | 0,995731 | 0,995855 | 0,995975 | 0,996093 | 0,996207 | 0,996319 | 0,996427
2,7 | 0996533 | 0,996636 | 0,996736 | 0,996833 | 0,996928 | 0,997020 | 0,997110 | 0,997197 | 0,997282 | 0,997365
2,8 | 0997445 | 0,997523 | 0,997599 | 0,997673 | 0,997744 | 0997814 | 0,997882 | 0,997948 | 0,998012 | 0,998074
2,9 | 0,998134 | 0.998193 | 0,998250 | 0,998305 | 0,998359 | 0,998411 | 0,998462 | 0,998511 | 0,998559 | 0,998605
0,0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
3,0 | 0,998650 | 0,999032 | 0,999313 | 0,999517 | 0,999663 | 0,999767 | 0,999841 | 0,999892 | 0,999928 | 0,999952

Fordelningars frekvens- och tiithetsfunktioner samt viinteviirdet och variansen
X ~ Bemoulli(p) = P(X =k) = p*(1 -p)'"™*, k=0,1;
EX = p och D’X = p(1 - p).
X ~Bin(n,p) = P(X =k) = (:)pk(l —-p) % k=0,1,....,n;
EX =np och D*X = np(l - p).
K\{N-K
(H0)
(+)

X ~ Hyperg(N,K,n) = P(X =k) = ,k=0,1,...,m

K X KN—-KN-n
EX =n— och D*X = n——— .
N N N N-1
X ~Geom(p) = PX =k)=p(1-p), k=0,1,2,...;
1- 1-
Ex = —L2 och pPx= =L
p p
/lk
X ~ Poisson(l) = P(X = k) =e_AF, k=0,1,2,...; EX=2A och D’X = A.
L xe(ab), +b b—a)?
X ~ Tas(a,b) = f(x) =45 x € (a.b) Ex=2 och D?X = -(-)——a)—
0, annars; 12
Ae ™%, > 0, 1 1
X ~Bxp(l) = f =147 1" EX = ~ och D*X = —.
0, annars; P A2

1
X ~ N, %) = p(x) = \/Z_e-%xl, xeR; EX =pu och D’X = o2,
T




HELSINGIN YLIOPISTO
HELSINGFORS UNIVERSITET
UNIVERSITY OF HELSINKI

Matematiikan ja tilastotieteen osasto
MAT12003 Todennikoisyyslaskenta |
Kurssikoe 2 h 30 min

8.3.2018 klo 12:00-14:30

Kokeessa saa kiyttii laskinta, mutta ei muita apuvilineitii (esimerkiksi taulukkokirjan
kaytto on Kielletty).

. Luvuista 1,2, 3,4, 5 valitaan umpimihkéin yksi. Olkoon valittu luku zn. Tdmén jilkeen lu-

vuista 1, . .., n valitaan umpiméhkéén yksi.

(a) Miki on todennidkdisyys, ettéd jalkimmaisena valittu luku on 2?

(b) Mikd on ehdollinen todennikdisyys, ettd ensin valittu luku oli 2, kun jilkimmaiisend
valittu luku on 2?

. Oletetaan, ettd todennikdisyysavaruuden (£, 7, P) tapahtumat A, B ja C ovat riippumattomia

ja niiden kaikkien todenndkdisyys on positiivinen (erityisesti siis # 0).
(a) Osoita, etti BN C # 0.
(b) Osoita, ettd tapahtumat A ja B N C ovat riippumattomia.

. Naulatehtaan pakkauskone tdyttdi laatikon yksitellen nauloilla. Naulojen painot X; ovat riip-

pumattomia satunnaismuuttujia, joille EX; = 25 ja DX; = 1, missi yksikkéné on gramma (g).
Heti kun naulojen yhteispaino ylittdd 10 kg, laatikon tdytt6 lopetetaan. Laske normaaliap-
proksimaation avulla todennidkdisyys, ettd tdytetyssi laatikossa on korkeintaan 398 naulaa.

. Olkoot X| ja X, riippumattomia satunnaismuuttujia, joille X; ~ Geom(p), i = 1,2.

(a) Johda satunnaismuuttujan ¥ = min{X,, X,} jakauma ¥ ~ Geom(l —g?), missig = 1 — p.
(b) Mairitid EY ja D*Y (= Var(Y)).

Muistutus: Jos X ~ Geom(p), niin sen kertymifunktiolle on voimassa Fy(k) = 1 — g**!
kaikillak=0,1,2,..., missig=1—p.

Tehtidvipaperin kiidntépuolella on taulukko standardinormaalijakauman kertyméfunktion arvois-
ta seki lista tirkeimpien jakaumien pistetodennikdisyys- ja tiheysfunktioista sekd odotusarvoista
ja variansseista. O




Standardinormaalijakauman kertyméafunktion @ arvoja; ®(x) = # f_ Xw e dr

X

0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,0

0,500000

0,503989

0,507978

0,511966

0,515953

0,519938

0,523922

0,527903

0,531881

0,535856

0,1

0,539828

0,543795

0,547758

0,551717

0.555670

0.559618

0,563560

0,567495

0,571424

0,575345

0,2

0,579260

0,583166

0,587064

0,590954

0,594835

0,598706

0,602568

0,606420

0,610261

0,614092

0,3

0,617911

0,621720

0,625616

0,629300

0,633072

0,636831

0,640576

0,644309

0,648027

0,651732

0.4

0,655422

0,659097

0,662757

0,666402

0,670031

0,673645

0,677242

0,680822

0,684386

0,687933

0,5

0,691462

0,694974

0.698468

0,702944

0,705402

0,708840

0,712260

0,715661

0,719043

0,722405

0,6

0,725747

0.729069

0.732371

0,735653

0,738914

0,742154

0,745373

0,748571

0,751748

0,754903

0,7

0,758036

0.761148

0.764238

0,767305

0,770350

0,773373

0,776373

0,779350

0,782305

0,785236

0.8

0,788145

0.791030

0.793892

0,796731

0,799546

0,802338

0,805106

0,807850

0,810570

0,813267

0,9

0,815940

0.818589

0,821214

0,823814

0,826391

0,828944

0,831472

0.833977

0,836457

0,838913

1,0

0,841345

0,843752

0,846136

0,848495

0,850830

0,853141

0,855428

0,857690

0,859929

0,862143

0,864334

0,866500

0,868643

0,870762

0,872857

0,874928

0,876976

0.879000

0,881000

0,882977

1,2

0,884930

0,886861

0,888768

0.890651

0,892512

0,894350

0,896165

0,897958

0,899727

0,901475

1,3

0,903200

0,904902

0,906582

0,908241

0,909877

0911492

0,913085

0,914656

0,916207

0917736

1.4

0,919243

0,920730

0,922196

0,923642

0,925066

0,926471

0,927855

0,929219

0,930563

0,931889

1,5

0,933193

0,934478

0,935744

0,936992

0,938220

0,939429

0,940620

0,941792

0,942947

0,944083

1,6

0,945201

0.946301

0.947384

0,948449

0,949497

0,950528

0,951543

0,952540

0,953521

0,954486

1,7

0,955434

0.956367

0.957284

0,958185

0,959070

0,959941

0,960796

0,961636

0,962462

0,963273

1,8

0,964070

0,964852

0.965620

0,966375

0967116

0,967843

0,968557

0,969258

0,969946

0,970621

1,9

0,971283

0,971933

0,972571

0,973197

0,973810

0,974412

0,975002

0,975581

0,976148

0,976704

2.0

0,977250

0977784

0.978308

0,978822

0,979325

0,979818

0,980301

0,980774

0981237

0,981691

2,1

0,982136

0.982571

0.982997

0,983414

0,983823

0,984222

0,984614

0,984997

0,985371

0,985738

2,2

0,986097

0,986447

0,986791

0,987126

0,987454

0,987776

0,988089

0,988396

0,988696

0,988989

23

0,989276

0,989556

0,989830

0,990097

0,990358

0,990613

0,990862

0991106

0,991344

0,991576

24

0,991802

0,992024

0,992240

0,992451

0.992656

0.992857

0,993053

0,993244

0,993431

0,993613

2,5

0,993790

0,993963

0,994132

0,994297

0,994457

0,994614

0,994766

0,994915

0,995060

0,995201

2,6

0,995339

0,995473

0,995604

0,995731

0,995855

0,995975

0,996093

0,996207

0,996319

0,996427

2,7

0,996533

0,996636

0,996736

0,996833

0,996928

0,997020

0,997110

0,997197

0,997282

0,997365

2,8

0,997445

0.997523

0.997599

0,997673

0,997744

0,997814

0,997882

0,997948

0,998012

0,998074

2,9

0,998134

0.998193

0.998250

0,998305

0,998359

0,998411

0,998462

0,998511

0,998559

0,998605

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

3,0

0,998650

0,999032

0,999313

0,999517

0,999663

0,999767

0,99984 1

0,999892

0,999928

0,999952

Jakaumien pistetodenniikoisyys- ja tiheysfunktioita seké odotusarvoja ja variansseja

X ~Bin(n,p) = P(X =k) :(

X ~ Bemnoulli(p) = P(X =k) =p*(1-p)'™, k=0,1;

EX =p ja D’X = p(1 - p).

n
k

EX =np ja D’X = np(1 — p).

EX =

X ~ Hyperg(N, K, n) = PX =k =

¢)

ia D*X

)

)pk(l -k k=0,1,...,n;

,k=0,1,...,nm
_ KN-KN-n
"N N-T

X ~Geom(p) = PX =k)=p(l-p), k=0,1,2,...;

/lk
X ~ Poisson(l) = P(X =k) = g—/IF’

X ~Tas(a,b) = f(x) =

EX =

X ~Exp(d) = f(x) =

X ~Nu,o%) = ¢(x) =

=, X€(ab),
0, muulloin;
Ae ¥, x>0,

0, muulloin;

1-p .

— ]

27

a D*X =

1 -

p

EX

e_%"l, x€R; EX=pu ja D’X = o>

k=0,1,2,...; EX=21ja D’X = A.

sz_(b_ﬂ)2
2 12
| . 1w
E]a DX—/{—z'
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Kursprov 2 h 30 min

10.3.2017

1. Ett batteri av typ A fungerar med sannolikheten 0,7, ett batteri av typ B fungerar med sanno-
likheten 0,9 och ett batteri av typ C fungerar med sannolikheten 0,4. Ett batteri viljs pa mafa
fran en korg, dir det finns atta batterier av typ A, fyra batterier av typ B och sex batterier av
typ C.

(a) Vilken dr sannolikheten att det utvalda batteriet fungerar?

(b) Det utvalda batteriet fungerar inte. Vilken &r sannolikheten att man hade valt ett batteri
av typ A?

Ange svaren som exakta braktal.

2. Den tid som det gar till att reparera en maskin dr en exponentialférdelad stokastisk variabel
med parametern 4 = 1/2 (med enheten timmar).
(a) Vilken ar sannolikheten att det ricker dver 2 timmar att korrigera maskinen?
(b) Vilken ir den betingade sannolikheten att det ricker 6ver 10 timmar att korrigera maski-
nen, da man vet att det ricker 6ver 9 timmar?

3. Matti singlar ett osymmetriskt mynt, dér sannolikheten att fa en krona ir p.
(a) Hur manga ganger singlar Matti myntet, da véntevérdet for antalet kronor dr 10 och
variansen &dr 6? Vilken &r i detta fall sannolikheten p att fa en krona?
(b) Uppskatta sannolikheten att Matti vid singlingarna erhaller fler 4n 5 kronor men férre 4n
15 kronor. Anvind normalapproximation.

4. Lat A och B vara hindelser i sannolikhetsrummet (€, F, P), vars sannolikheter inte ir O eller
1. Visa att om P(A | B) = 1, sa dr P(B° | A°) = 1.

Pa motstaende sida finns en tabell 6ver virden av den kumulativa fordelningsfunktionen till en
standardnormalfordelning samt en lista dver véntevirdet och variansen for fordelningar. O




Virden av kumulativa fordelningsfunktionen @ till standardnormalférdelningen;
(x) = 5= [0, e 3" dt

[x] oo0 T o001 ] o002 [ 003 [ 004 [ 005 | 006 [ 007 [ 008 [ 009 |
0,0 | 0,500000 [ 0,503989 | 0,507978 | 0,511966 | 0,515953 | 0,519938 | 0,523922 [ 0,527903 | 0,531881 | 0,535856
0,1 | 0,539828 | 0,543795 | 0,547758 | 0,551717 | 0,555670 | 0,559618 | 0,563560 | 0,567495 | 0,571424 | 0,575345
0,2 | 0,579260 | 0,583166 | 0,587064 | 0,590954 | 0,594835 | 0,598706 | 0,602568 | 0,606420 | 0,610261 | 0,614092
0,3 | 0,617911 | 0,621720 | 0,625616 | 0,629300 | 0,633072 | 0,636831 | 0,640576 | 0,644309 | 0,648027 | 0,651732
0,4 | 0,655422 | 0,659097 | 0,662757 | 0,666402 | 0,670031 | 0,673645 | 0,677242 | 0,680822 | 0,684386 | 0,687933
0,5 | 0,691462 | 0,694974 | 0,698468 | 0,702944 | 0,705402 | 0,708840 | 0,712260 | 0,715661 | 0,719043 | 0,722405
0,6 | 0,725747 | 0,729069 | 0,732371 | 0,735653 | 0,738914 | 0,742154 | 0,745373 | 0,748571 | 0,751748 | 0,754903
0,7 | 0,758036 | 0,761148 | 0,764238 | 0,767305 | 0,770350 | 0,773373 | 0,776373 | 0,779350 | 0,782305 | 0,785236
0,8 | 0,788145 | 0,791030 | 0,793892 | 0,796731 | 0,799546 | 0,802338 | 0,805106 | 0,807850 | 0,810570 | 0,813267
0,9 | 0,815940 | 0,818589 | 0,821214 | 0,823814 | 0,826391 | 0,828944 | 0,831472 | 0,833977 | 0,836457 | 0,838913
1,0 | 0,841345 | 0,843752 | 0,846136 | 0,848495 | 0,850830 | 0,853141 | 0,855428 | 0,857690 | 0,859929 | 0,862143
1,1 | 0,864334 | 0,866500 | 0,868643 | 0,870762 | 0,872857 | 0,874928 | 0,876976 | 0,879000 | 0,881000 | 0,882977
1,2 | 0,884930 | 0,886861 | 0,888768 | 0,890651 | 0,892512 | 0,894350 | 0,896165 | 0,897958 | 0,899727 | 0,901475
1,3 | 0,903200 | 0,904902 | 0,906582 | 0,908241 | 0,909877 | 0,911492 | 0,913085 | 0,914656 | 0,916207 | 0,917736
1,4 [ 0,919243 | 0,920730 | 0,922196 | 0,923642 | 0,925066 | 0,926471 | 0,927855 | 0,929219 | 0,930563 | 0,931889
1,5 | 0,933193 | 0,934478 | 0,935744 | 0,936992 | 0,938220 | 0,939429 | 0,940620 | 0,941792 | 0,942947 | 0,944083
1,6 | 0,945201 | 0,946301 | 0,947384 | 0,948449 | 0,949497 | 0,950528 | 0,951543 | 0,952540 | 0,953521 | 0,954486
1,7 | 0,955434 | 0,956367 | 0,957284 | 0,958185 | 0,959070 | 0,959941 | 0,960796 | 0,961636 | 0,962462 | 0,963273
1,8 | 0,964070 | 0,964852 | 0,965620 | 0,966375 | 0,967116 | 0,967843 | 0,968557 | 0,969258 | 0,969946 | 0,970621
1,9 | 0,971283 | 0,971933 | 0,972571 | 0,973197 | 0,973810 | 0,974412 | 0,975002 | 0,975581 | 0,976148 | 0,976704
2,0 | 0,977250 | 0,977784 | 0,978308 | 0,978822 | 0,979325 | 0,979818 | 0,980301 | 0,980774 | 0,981237 | 0,981691
2,1 | 0,982136 | 0,982571 | 0,982997 | 0983414 | 0,983823 | 0,984222 | 0,984614 | 0,984997 | 0,985371 | 0,985738
2,2 | 0,986097 | 0,986447 | 0,986791 | 0,987126 | 0,987454 | 0,987776 | 0,988085 | 0,988396 | 0,988696 | 0,988989
2,3 | 0,989276 | 0,989556 | 0,989830 | 0,990097 | 0,990358 | 0,990613 | 0,990862 | 0,991106 | 0,991344 | 0,991576
2,4 | 0,991802 | 0,992024 | 0,992240 | 0,992451 | 0,992656 | 0,992857 | 0,993053 | 0,993244 | 0,993431 | 0,993613
2,5 | 0,993790 | 0,993963 | 0,994132 | 0,994297 | 0,994457 | 0,994614 | 0,994766 | 0,994915 | 0,995060 | 0,995201
2,6 | 0,995339 | 0,995473 | 0,995604 | 0,995731 | 0,995855 | 0,995975 | 0,996093 | 0,996207 | 0,996319 | 0,996427
2,7 | 0,996533 | 0,996636 | 0,996736 | 0,996833 | 0,996928 | 0,997020 | 0,997110 | 0,997197 | 0,997282 | 0,997365
2,8 | 0,997445 | 0,997523 | 0,997599 | 0,997673 | 0,997744 | 0,997814 | 0,997882 | 0,997948 | 0,998012 | 0,998074
2,9 | 0,998134 | 0,998193 | 0,998250 | 0,998305 | 0,998359 | 0,998411 | 0,998462 | 0,998511 | 0,998559 | 0,998605
0,0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

3,0 | 0,998650 | 0,999032 | 0,999313 | 0,999517 | 0,999663 | 0,999767 | 0,999841 | 0,999892 | 0,999928 | 0,999952

Viintevirdet och variansen av fordelningar.

X ~ Bin(n, p) = EX =np och D*X = np(l — p)

K KN-KN-
X ~ Hyperg(N, K,n) = EX =ny och D’X = np———~ _’11
- 1
X ~Geom(p) = EX = ' och D*X = _2_p
L p p
a A X ~Poisson(l) = EX =2 och D’X =2
Tk +b b — a)
X ~ Tas(a,b) = EX = “—2— och D*X = (——?")—
—~— X ~Exp(d) = EX = 3 och D°X = 7

X ~N(u,0?) = EX =pu och D’X = ¢?




INSTITUTIONEN FOR MATEMATIK OCH STATISTIK
Introduktion till sannolikhetskalkyl (svensksprakiga kursen)
Kursprovet 9.3.2015

Pdminnelse: en tvdsidig minneslapp med storlek A4 far medtas till prov-
tillfdllet

1. En t#rning kastas 5 ganger. Beriikna sannolikheten att 6gontalen 1 och 2
bada upptrider dtminstone en gang. Tips: skriv om P(A N B) med hjilp av
P(A°), P(B®) och P(A°N B°) for limpliga héndelser A och B. ZU/Z*"(K 0%t

2. I 3 boxar finns féljande antal bollar: den forsta boxen innehéller 2 vita
bollar och 2 svarta bollar, den andra boxen innehaller 1 vit boll och 3 réda
bollar och den tredje boxen innehaller 2 réda bollar och tre svarta bollar.
Man viljer forst slumpméssigt en box och drar dédrefter 2 bollar pad mafa
utan aterlaggning fran denna box.

(i) Beriikna sannolikheten att bada bollarna &r roda. 0,6

(ii) Om bada bollarna &r réda, berdkna den betingade sannolikheten att

man har valt den andra boxen i forsta skedet. 0, 2§ 67: 4

3. Anta att X och Y &r stokastiska variabler definierade pa ett utfallsrum (2,
for vilka X ~ N(0,1), Y ~ N(0,1), samt X och Y &r oberoende stokastiska
variabler. Definiera Z(w) = max{X (w),Y (w)} d& w € {2.

(i) Bestdm fordelningsfunktionen Fy till Z.

(ii) Berdkna sannolikheten P(0 < Z < 1). O,45#)
Pdminnelse: Z(w) <t om och endast om X (w) <¢ och Y(w) <t.

4. Ett symmetriskt mynt singlas 60 ganger. Lat X vara antalet kronor i

singlingarna.
(i) Ange den exakta formeln fér sannolikheten P(20 < X < 40) att erhélla

fran 20 till 40 kronor.
(i) Anvind normalapproximation till att uppskatta ovanstidende sanno-

likhet. (Svaret kan innehalla 14mpliga vérden av férdelningsfunktionen @ till
en standardnormalfordelad stokastisk variabel.) 099017

P& motstdende sida finns en tabell 6ver virden av fordelningsfunktionen
®(z) = —\/% [ e*/?dt till en standardnormalfdrdelad stokastisk variabel.




C56666° | 876666 | T68666° | 148666 | L9L666 £99666° | LIS666" | €1€666 | TE0666 | 059866 | 0'C
60 80 L0 90 S0 y0 £0 [40 10 00
§09866" | 655866 | 115866 | 79866 | 117366 65€866" | SOE866' | 0ST866' | £61866° | YEI866" 6'C
VL0866 | TI10866° | 8V6L66° | TI8L66 | vI8LE6: PYLL66™ | ELIL66™ | 665L66" | €TSL66 | ShiLeE 87
S9EL66G™ | TBTLEG | LO6TL66" | OTTIL66™ | 0T0LEG' 8C6966" | £€8966' | 9€L966" | 9€9966" | ££S966" Lc
LCY966’ | 61€966° | LOTI66™ | £60966° | SLE6S66' 58566 | TELS66 | ¥09S66° | €LvS66" | 65€566° 9C
10TS66° | 090S66° | S16v66' | 99Lv66° | ¥19V66' LSYY66 | L6TY66™ | TEIV66' | £96€66° | 06LE66" ¢
L19€66° | 1eVE66° | YYTE66 | £S0E66° | LSST66' 95966 | 1S¥T66' | 0¥TT66' | ¥TOT66' | 208166 e
9LS166" | YPEL66' | 901166 | T9S066 | £19066° 8SE066" | L60066' | 0£8686" | 95S686" | 92636 £C
686886 | 969886° | 96£886" | 630886° | 9LLLSE' PSYLB86™ | 9TIL86™ | 16L986" | LI1986" L60986" | T
8LLSBE' | 1LESB6' | L66VB6™ | Y19V86" | TZTHS6' LTBERE | YIVESE | L66T86" | 1LST86' 9¢1T86" | 1T
169186" | LETIB6 | ¥LLOBE' | 10£086" | 8186L6" STL6LE™ | TTUBBLE' | BOE8L6’ | ¥8LLLE 0STLLE | 0T
VOLOLE™ | 8YI9L6" | 18SSLE™ | TOOSLE' | TIvpLE OT8EL6: | L6TELE' | 1LSTLE | €€61L6" €8CILE' | 6'1
1290L6" | 9¥6696: | 852696' | LSS896° | €+8L96° | o1 1L96" | SLEIYE' | 0T9S96" | TS8Y96™ | 0LOVYE" 8'1
£LTEI6" | THVTI6' | 9E9196 | 96L096" | TH66S6" 0L06S6" | $818S6" | ¥8TLS6™ | L9E9SE PEVSS6™ | L'1
98YYS6" | TTSESE™ | OVSTSE™ | EPSTSE' | 8ZSOSE' LeY6Y6' | 6v¥8Y6" | ¥8ELY6" | 10€9V6’ 102¢v6™ | 9'1
£30¥Y6" | LY6TY6' | TELIVE | 0Z90v6" | 6Tv6ce' 0CZ8E6" | T669€6' | vPLSE6" | 8L¥HE6 | €61EEE: S'1

6881¢6" | €9S0€6° | 61T6T6° | SSSLT6 | 1LV926" 9905T6" | THIET6' | 9617T6' | 0ELOZ6' EVCo16 | ¥'1
9LLLI6™ | LOTITE' | 9S9Y16" | SBOEL6' | T6P116" LL8606

1¥C806" | T8S906" | TO606' | 00ZE06° | €1
SLY106' | LTLE6S | 8S6L68 | S91968" | 0SEP6]” CIST6]' | 19068" | 89.888" | 198988’ 0t6v8s’ | T'1
LL6T8Y | 000I8S" | 0006L8 | 9L69LY" | 8T6VLS’ LS8TLY' | TYLOLS' | €¥9898" | 005998’ PEEPO]” | T'1
EYITI8" | 6T66S8 | 069LS8" | 8TYSSY' | TH1gCy’ 0€8058" | S67878" | 9E19H8" | ZSLEYS | SHETHS’ 01
L168E8" | LSYOE] | LLOEEY | TLYIES | ¥i68TS" 16€928" | $18€T8" | 12128 | 685818" 0¥6S18" | 60
L9TETIS" | OLSOLS' | 0S8LOS' | 901508" 8EETO8" | 9¥S66L”

[ELI6L™ | T68E6L' | OEOT6L | SHISSL' | 80
9LCS8L" | SOETBL' | OSEBLL' | CLEOLL | ELEELL' OSEOLL™ | SOELOL' | BETYIL' | SPTIOL' | 9€08SL" Lo
C06¥SL' | 8YLISL' | TLSSYL' | SLESYL | vSTITHL' VI68EL" | €SOSEL" | TLETEL | 6906TL LYLSTL | 9°0

SOVTTL | €¥061L | 199SIL' | 092TIL | 0¥830L’ COVSOL” | ¥¥6T0L" | 89¥869° | ¥L6V69" | Z9¥169" ¢0
LE6L89" | 98EY8Y" | TTBORY' | THTLLY' | SHOELY TL00LY" | TOY999" | LSLTI9" | L606SY | TTiSSY 70
CELISO" | LTOSYY" | 60EVHY" | 9LSOVY | 1€£89€9" CLOEES" | 00E6TY" | 9195T9° | 0TLIZY' | 116L19" €0
<60v19° | 19T019° | 0TY909' | 895209° | 90L86S" SE8¥6S" | ¥S606S | ¥90L8S" | 991€8S" 09¢C6LS" | TO
SYESLS" | YTYILS | S6VLIS' | 09S€9S” | 81965 0L9SSS" | LTILISS | 8SLLYS' | S6LEVS' | 8T86€EC" ['0
| 958S€S” | 188IES" | €06LTS | TT6ETS | 8€6616" £S6CIS" | 99611S" | 8L6L0S" | 686£0S° | 00000S" 00

[ 600 | 800 | 200 | 900 | so00 L %00 | €00 | zo0 | 100 | 000 | = |

00— .-hN)
WP 42 .\. =
1 2 I

= (2)p ‘elorre @ uompjunyBwI 1oy Uewinexe(ijeeulioulprepue)s | oyn[nefy,




INSTITUTIONEN FOR MATEMATIK OCH STATISTIK
Introduktion till sannolikhetskalkyl (svensksprékiga kursen)
Kursprovet 9.3.2015

Paminnelse: en tvdsidig minneslapp med storlek A4 far medtas till prov-
tullfallet

1. En térning kastas 5 ganger. Berikna sannolikheten att 6gontalen 1 och 2
bada upptrader &tminstone en gang. Tips: skriv om P(AN B) med hjilp av
P(A°c), P(B°) och P(A°nN B¢) for lampliga héndelser A och B.

2. I 3 boxar finns féljande antal bollar: den férsta boxen innehaller 2 vita
bollar och 2 svarta bollar, den andra boxen innehaller 1 vit boll och 3 réda
bollar och den tredje boxen innehaller 2 réda bollar och tre svarta bollar.
Man viljer forst slumpmissigt en box och drar direfter 2 bollar pa mafa
utan aterlaggning fran denna box.

(i) Berikna sannolikheten att bada bollarna &r roda.

(ii) Om bada bollarna &r réda, berdkna den betingade sannolikheten att
man har valt den andra boxen i forsta skedet.

3. Anta att X och Y &r stokastiska variabler definierade pa ett utfallsrum 2,
for vilka X ~ N(0,1), Y ~ N(0,1), samt X och Y &r oberoende stokastiska
variabler. Definiera Z(w) = max{X(w),Y (w)} da w € Q.

(i) Bestdm férdelningsfunktionen Fz till Z.

(ii) Berdkna sannolikheten P(0 < Z < 1).
Péminnelse: Z(w) <t om och endast om X (w) <t och Y(w) <t.

4. Ett symmetriskt mynt singlas 60 ganger. Lat X vara antalet kronor i
singlingarna.
(i) Ange den exakta formeln fér sannolikheten P(20 < X < 40) att erhélla

fran 20 till 40 kronor.
(ii) Anvind normalapproximation till att uppskatta ovanstéende sanno-
likhet. (Svaret kan innehalla lampliga varden av férdelningsfunktionen @ till

en standardnormalférdelad stokastisk variabel.)

P& motstaende sida finns en tabell 6ver viarden av fordelningsfunktionen
®(z) = # I et*/2dt till en standardnormalfordelad stokastisk variabel.
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Todennikoisyyslaskenta ITb, marras-joulukuu 2019 / Hytonen
Kurssitentti 20.12.2019

Sallitut omat tarvikkeet:

e Kirjoitusvilineet.

e Ylioppilaskirjoituksissa hyviksyttdva laskin.

o Yksi kisinkirjoitettu (saa olla molemmin puolin) korkeintaan A4-kokoinen lunttilappu”.

*

Yritd ratkaista kaikki tehtdvit. Muista perustella ratkaisusi. Hyvi ajatus on kirjoittaa auki kdyttamasi
médritelmit, vaikka sitd ei erikseen pyydettiisi. Kirjoita jokaiseen arvosteltavaan paperiin nimesi, opiske-
lijanumerosi, kurssin nimi ja kokeen pdivimaiéra. Rauhoitu, keskity, menesty.

*

1. (a) Mddrittele satunnaisvektorin V kovarianssimatriisi Cov(V).
(b) Kirjoita Cov(V) auki kaksiulotteisessa tilanteessa V = (X, Y) seuraavilla kahdella tavalla:
i. kummankin satunnaismuuttujan X ja ¥ varianssin sekd niiden kovarianssin avulla ja
ii. kummankin satunnaismuuttujan X ja Y varianssin seki niiden korrelaatiokertoimen avulla.
(c) Perustele, miksi korrelaatiokerroin p toteuttaa ehdon —1 < p < 1. (Tité ei tarvitse todistaa
alkeista ldhtien. Riittd4, kunhan selvitdt, mihin yleiseen tulokseen tdmi perustuu.)
2. Satunnaisvektorilla (X, ¥) on jatkuva jakauma. Olkoon sen tiheysfunktio fxy(x,y).
(a) Midritd satunnaismuuttujan Z = X + 2Y tiheysfunktio fz(z) (ja osoita erityisesti, etti Z on
jatkuva satunnaismuuttuja).
(b) Laske fz(z) auki tilanteessa, jossa X, Y ~ Exp(1) ja X 1 Y. Tarkista, ettd saamasi tulos todella

toteuttaa tiheysfunktion vaatimukset.

3. Opettaja suunnittelee todennikoisyyslaskennan tehtdvdsarjaa. Hén ei ole etukdteen péittinyt tehti-
vien lukumdirdd, mutta laatii joka tapauksessa ainakin yhden tehtdvin. Aina, kun yksi tehtidvid on
valmis, opettaja heittdd kolikkoa. Jos tulos on kruuna, hén p#ittds, ettd tehtdvisarja on valmis ja lo-
pettaa. Jos tulos on klaava, hén keksii vield yhden tehtdvin lisdd. Sama toistuu aina uuden tehtévin
valmistuttua, Oletetaan, eltd jokaisen uuden tehtivin laatimiseen kuluu satunnainen aika X; ~ Exp(1)
(yksikkonid tunti). Lisdksi eri tehtdvien laadinta-ajat ja eri kolikon heitot ovat kaikki toisistaan riip-
pumattomia. Olkoon Y tehtévien satunnainen lukumiird niin laadittavassa tehtivisarjassa ja Z ko-
konaisaika, joka tehtdvisarjan laatimiseen kuluu. Oletetaan, ettéd kolikon heittdmiseen kuluva aika on
olemattoman véhainen.

(a) Kirjoita satunnaismuuttujalle Z lauseke satunnaismuuttujien Y ja X;, i > 1, avulla.
(b) Miédritd E[Z|Y] ja Var[Z|Y].
(c) Maéirita E[Z] ja Var[Z].

4. Olkoot X ~ N(O, 0'3() jaY ~ N, o-f,), missd X II Y. MerkitddnZ = X + Y.

(a) Madritd sellainen vakio a € R ja sellainen satunnaismuuttujien X ja Y lineaarikombinaatio V,
ettiX=aZ+VijaZuVv.

(b) Méiritd ehdollinen jakauma X | (Z = 2).

(English on the other side. — Englanniksi toisella puolella.)




Probability IIb, November-December 2019 / Hytonen
Course exam 20.12.2019

Admissible tools:
e Writing equipment.
e A calculator of the kind allowed in the Finnish matriculation exams (not overly advanced).

e One hand-written (possibly two-sided) at most A4-size “cheat sheet”.

*

Try to solve all the problems. Remember to explain your reasoning. It is a good idea to write down the
definitions that you use, even when it is not explicitly requested. On each paper to be graded, write down
your name, your student number, the name of the course and the date of the exam. Calm down, concentrate,
succeed.

*

1. (a) Define the covariance matrix Cov(V) of a random vector V.
(b) Write out Cov(V) in the two-dimensional case V = (X, Y) both in terms of
i. the variances and the covariance of the random variables X and Y, and
ii. the variances and the correlation coefficient of the random variables X and Y.

(c) Explain, why the correlation coefficient p satisfies —1 < p < 1. (You don’t need to do this from
the first principles. It is enough to explain the general result on which this is based.)

2. The random vector (X, Y) has a continuous distribution with density function fxy(x,y).

(a) Determine the density function fz(z) of the random variable Z = X+2Y (and show, in particular,
that Z is a continuous random variable).

(b) Compute fz(z) in the situation that X, Y ~ Exp(1) and X i Y. Check that the result indced
satisfied the requirements for a density function.

3. A teacher is planning an exercise set on probability, but hasn’t decided about the number of exercises
to be included; however, there will be at least one exercise. Whenever an exercise is finished, the
teacher tosses a coin. If the result is heads, the teacher decides that the exercise set is complete, and
nothing more is needed. If the result is tails, the teacher will invent yet another exercise. The same
procedure is repeated after each completed exercise. Suppose that the time needed to prepare each
new exercise is a random variable X; ~ Exp(1) (in the unit of hours). Moreover, the preparation times
for different exercises and the results of the coin tosses are all independent of each other. Let Y be
the random number of exercises in the exercise set so prepared, and Z be the total time needed to
prepare the exercise set. Suppose that the time needed to toss the coin is negligible.

(a) Write down a formula for the random variable Z in terms of the random variables Y and X;,
i>1.

(b) Determine E[Z|Y] and Var[Z|Y].

(c) Determine E[Z] and Var[Z].

4. Let X ~ N(O, 0')2() and Y ~ N(O, 0'%,), wherc X IL Y. Denotc Z =X +7.

(a) Find a number a € R and a linear combination V of the random variables X and Y such that
X=aZ+VandZ L V.

(b) Determine the conditional distribution X | (Z = z).

(Suomeksi toisella puolella. — Finnish on the other side.)




Institutionen fér matematik och statistik
Sannolikhetslara I1
2. mellanférhoret 18.12.2015

Tillatliga hjilpmedel: normala skrivverktyg, en riknare, en handskriven A4-fusklapp
och en MAOL tabellbok.

1. Den simultana tithetsfunktionen av de stokastiska variablerna X och Y &r

fxy(@y)=c(B+z%y)1{0<z<1,0<y<z?}

a) Berédkna det vérdet av konstant c. (2p)
b) Berikna ett betingat viintevirde E(Y | X =z ), nir 0 < z < 1. (4dp)

2. Lit X och Y var stokastiska, variabler med den simultana téthetsfunktionen
z2
fxy(z,y)= @1{0 <z<2y>is}
Definera stokastiska variabler
X X2
= -1- 2
v 2’ v 4Y
Ber#kni den simultana tithetsfunktionen av U och V' (4p) och ge motiverade svar pd
féljande fragor (vink. minst ett svar r positivt)
a) Har (U, V) en tvadimensionell likformig fordelningen (tasajakauma tasoalueessa)?
b) Ar U och V oberoende?

3. Den simultana fordelningen av X, Y och W &r determinerad med den f6ljande hierarkisk

modell
X|Y ~ N(0,Y?)
Y =W+ 1,
W ~ Bin(3, 1)

a) Lis frdn modellet vad ar den betingade téthetsfunktionen (ehdollinen tiheysfunktio)
fx|y och lis frAn modellet det betingade vinteverdet E(X | Y'). (2p)

b) Berdkna EX. (2p)
c¢) Berdkna var X. (2p)

4. Lat X = (X1, X3) och Y = (Y1, Y3, Y3) vara stokastiska vektorer som &r oberoende och har
standardiserad multivariat normalférdelning. Lt Z = (X;—Y2+3,3Y1 —X5,2X,+Y3-2) =
(217 Z27 Z3)'

a) Bestdm den foérdelningen av stokastiska vektoren Z. (4 p)
b) Motivera varfér de stokastiska variablerna Z? och exp(Z; — 3) &r oberoende? (2 p)




Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Todennikdisyyslaskenta II
2. kurssikoe 18.12.2015

Sallitut apuvilineet: kirjoitusvilineet, laskin seki kéisinkirjoitettu, A4-kokoinen lunt-
tilappu ja MAOL taulukkokirjaa

1. Satunnaismuuttujien X ja Y yhteistiheysfunktio on

fxy(@y) =c@B+z%)1{0<z<1, 0<y<z®}

a) Laske vakion ¢ arvo. (2p)
b) Laske ehdollinen odotusarvo E(Y | X =z ), kun 0 < z < 1. (4p)

. Olkoon X ja Y satunnaismuuttujia, joiden yhteistiheysfunktio on
2

z
fxy(z,y) = Wl{o <z<2y> i’}
Mairitellddn satunnaismuuttujat
X b &

U= VEltg

Laske satunnaismuuttujien U ja V yhteistiheysfunktio (4p) ja vastaa lyhyesti perustellen
seuraaviin kysymyksiin (vihje: ainakin toinen vastauksista on kylld):

a) Noudattaako (U, V) tasajakaumaa jossakin tasoalueessa?

b) Ovatko U ja V riippumattomia?

. Olkoon X, Y ja W satunnaismuuttujia, joiden jé.kauman kuvaa hierarkinen malli
X |Y~N(0Y?

Y=W+1,

W ~ Bin(3, 3)

a) Kerro mallin avulla, miké on ehdollinen tiheysfunktio fx|y ja kerro mallin avulla, mik&
on ehdollinen odotusarvo E(X | Y). (2p)

b) Laske EX. (2p)
c) Laske var X. (2p)

. Olkoon X = (X3, X>s) jaY = (Y1, Y2, Ys) riippumattomia standardinormaalijakautuneita
satunnaisvektoreita ja olkoon Z = (X1 — Y + 3,3Y1 — X2,2X, + Y3 — 2) = (Z1, Z2, Z3).

a) Miiriaid satunnaisvektorin Z jakauma. (4 p) ./
b) Selits miksi satunnaismuuttujat Z? ja exp(Z2 — 3) ovat riippumattomia. (2 p)




Institutionen fér matematik och statistik
Sannolikhetslira II
1. mellanférhéret 23.10.2015

Tillatliga hjilpmedel: normala skrivverktyg, en riknare och en handskriven A4-
fusklapp. Ingen tabellbok.

1. Vi kastar en sexsidig tirning fem ginger. Lat X vara det antalet av dessa ganger nér vi far
en siffra 5 eller 6.
(a) Nimna den férdelningen av den stokastiska variabeln X och ge det vintevirdet av X.
(b) Vad &r sannolikheten att X = 3 givet att vi fatt 5 med det forsté kastet?

2. L&t Y ~ U(0,1) och definiera X = Y3.

(a) Bestdm den kumulativa fordelninsfunktionen Fx av den stokastiska variabeln X.
(b) Bestdm den tédthetsfunktionen fx av den stokastiska variabeln X
(c) Berdkna EX och var X.

3. En stokastisk variabel X har en likformig férdelning pé intervallet (0,2). En stokastisk
variabel Y har en exponentialférdelning med véntevirdet 2. De stokastiska variablerna X
och Y &r oberoende.

(a) Berdkna E(X — 3Y).
(b) Berdkna var(X +Y).
(c) Berdkna cov(X,X + XY).

4. (a) Den momentgenererande funktionen av X &r
M(t) =1+ 1t + 1e*

Bestam EX och E(X?).

(b) Anta att Z ~ Gam(3,2) och Y ~ Gam(5,2) samt Z och Y &r oberoende. Bestdm den
momentgenererande funktionen och den fordelningen av Z 4+ Y. Den momentgenere-
rande funktionen av gammaférdelningen Gam(a, A) r

M(t) = (X’i—t)“ (t < ).




Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Todennikdisyyslaskenta II
1. kurssikoe 23.10.2015

Sallitut apuvilineet: kirjoitusvilineet, laskin seki kiisinkirjoitettu, A4-kokoinen lunt-
tilappu. Ei taulukkokirjaa

1. Tavallista kuusisivuista noppaa heitetdan viisi kertaa. Olkoon X niiden heittojen luku-
méird, joilla saadaan silmaluku 5 tai 6.
(a) Ilmoita satunnaismuuttujan X jakauma sekd kerro sen odotusarvo.

(b) Milld todennékdisyydelld X = 3 ehdolla, ettd ensimmadiselld heitolla saadaan 57

2. Olkoon Y ~ U(0,1) ja maéritellasn X = Y3,

(a) Maarsd satunnaismuuttujan X kertyméfunktio Fx.
(b) Midrds satunnaismuuttujan X tiheysfunktio fx.
(c) Laske EX ja var X.

3. Satunnaismuuttuja X noudattaa takajakaumaa vililld (0, 2). Satunnaismuuttuja ¥ on eks-
ponenttijakautunut odotusarvolla 2. Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia.
(a) Laske E(X — 3Y)

(b) Laske var(X +Y)
(c) Laske cov(X,X + XY)

4. (a) Satunnaismuuttujan X momenttieméfunktio on
M(t) =14 L1et + Le*
Misras EX ja E(X2).
(b) Oletetaan, ettd Z ~ Gam(3,2) ja Y ~ Gam(5,2) sekd Z ja Y ovat riippumattomia.

M4aris satunnaismuuttujan Z+Y momenttieméfunktio ja jakauma. Gammajakauman
Gam(a, A) momenttieméafunktio on

A

M(t) = (m)a (t < A).




Matemaattisten tieteiden kandiohjelma /
MTO

Tilastollinen pi#ittely I
Kurssikoe 8.5.2019 (kesto 2h 30min)

Sallitut apuvilineet: kirjoitusviilineet ja laskin. Tehtévipaperin ohessa olevia tietoja
jakaumista ja taulukoista saa myé6s kiayttas

1. Henkilé A kirjoittaa harjoitustehtévini simulointiohjelinaa R:lli. Hénen ohjelmassaan on
kuitenkin virhe, joka ilmeneee erikoisena virheilmoituksena ohjelman ajoa toistettaessa to-
dennikéisyydelld 6 € [0,1]. Kunkin toiston voi ajatella olevan riippumaton. Henkils A
ajaa kuitenkin ohjelmaansa n kertaa, selvittiikseen kuinka usein virhe ilmenee. Satunnais-
muuttuja X kuvaa niiden kertojen lukumaiirii, milloin ohjelma ilmoittaa virheesti niiden
n toistojen aikana.

(a) Muotoile tilanteeseen sopiva tilastollinen malli. Perustele valintasi huolellisesti.
(b) Johda huolellisesti perustellen parametrin ¢ suurimman uskottavuuden estimaattori.

(c) Henkilo A ajoi ohjelmansa 850 kertaa ja niists 9 kertaa ohjelma ilmoitti virheestii.
Miké on havaittua aineistoa vastaava suurimman uskottavuuden estimaatti paramet-
rille 67

2. Tehdas tuottaa tenttitehtdvid varten valkoisia palloja, joiden tavoiteside on 3 cm. Pallo-
jen séteen on havaittu noudattavan likimain normaalijakaumaa. Kontrollitestin yhteydessa
tuotetuista palloista poimitaan satunnaisesti n kappaletta palloa, joiden siteet mitataan.
Mallinnetaan tilannetta riippumattomilla satunnaismuuttujilla Y7, ..., Y, jotka noudatta-
vat jakaumaa N(p,02), missi u € R on tuntematon parametri ja 02 > 0 on tunnettu.
Tarkastellaan parametrin p luottamusvilia lnottamustasolla 1 — «, missid « € (0,1).

(a) Kumpi seuraavista sopisi tilanteeseen paremmin: z- vai t- luottamusvili? Perustele
valintasi huolellisesti.

(b) Oletetaan, ettd n = 16, 02 = 0.04 ja havaitaan § = 3.14. Valitaan o = 0.05. Laske
luottamustason 1 — o kaksisuuntainen luottamusviili parametrille p.

(c) Mitd voit tulosten perusteella piitelld pallojen todellisesta siteesté ja otoskoon riitta-

vyydesti?

3. Oletetaan, ettd havaintoja y1,. .., y, vastaavat satunnaismuuttujat Y1,...,Y,, ovat riippu-
mattomia ja noudattavat jakaumaa N(u,0?), missi molemmat parametrit ovat tuntemat-
tomia. Tarkastellaan hypoteesiparia Hog : u = po ja Hy : p # pg.

(a) Muodosta tilanteeseen sopiva testisuure. Mit4 jakaumaa valitsemasi testisuure nou-
dattaa, kun Hy pitee? Onko kyseessi yksi- vai kaksisuuntainen testi?

(b) Oletetaan, ettd testissd on havaittu p-arvo 0.037. Millaisella kaavalla p-arvo olisi las-
kettu? Hylatdinks nollahypoteesi merkitsevyystasolla a = 0.05?

(c) Jos parametrille p laskettaisiin 99 prosentin luottamusviili, niin kuuluisiko piste ug
tille luottamusvilille, jos on havaittu p-arvo 0.037 kuten edellisessd kohdassa?

4. Poydilld on nelji ulkoapiin tédysin identtistd kulhoa. Henkils B tietdd, ettd

e kulhossa 1 on 4 valkoista ja yksi vihrei pallo

e kulhossa 2 on 3 valkoista ja kaksi vihredi palloa




o kulhossa 3 on 6 valkoista palloa
e ja kulhossa 4 on 2 valkoista palloa, yksi vihres ja yksi keltainen pallo

Henkilé C ei tiedd, minkilaisia palloja kulhoissa on. He valitsevat umpimihkéiin yhden
kulhoista, mutta valitun kulhon numero §, joka on siis 1,2,3 tai 4, on tuntematon. Henkild
B nostaa sekoittaen takaisinpanolla valitusta 6 kulhosta kaksi kertaa, ja niyttid pallon
henkilslle C. Kummallakin kerralla pallo on valkoinen. Esiti parametrille # priorijakauma,
uskottavuusfunktio seki posteriorijakauma luettelemalla niiden arvot.




Muistin tueksi

X ~Bin(n,p) = P(X =k) = (:)p’“(l -p)" K, k=0,1,...,m;
EX =np ja VarX = np(l —p).

Ky (N—K
(i) -"ﬁ, k=0,1,...,n;

N
(%)
KN-KN -
EX:nK ja Va.rX:n—]—V—N n.
N N N N-1

X ~ Geomg(p) => P(X =k) =p(1 —p)*, k=0,1,2,..;

X ~ Hyperg(N,K,n) = P(X =k) =

— 1—
EX = 1-r ja VarX = zp. ]
Y4 P
X ~ Geomi (p) ==>P(X:k):p(l—p)k_1, k=1,2,3,...; |
1 1-
EX = ja VarX=-_". \
p p |
Ak
X ~ Poisson()\) =>P(X:k)=e_"F, k=01,2,...; EX=2X ja VarX =X, |
1 ‘ o |
T b b b—a)”
X~ Tas(ab) = f(@) = 5o TE@Bh gy atb vy (b=a)"
0, muulloin; 2 12
Ae~A >0 1 1
X ~ Exp(D) = = ’ ’ EX => ja VarX = .
xp(3) f(@) {0, . muulloin; A Ja var A2
T—p 2
X ~ N(p,0?) = f(z) = e 22 ,z€R; EX=p ja VarX = o>
(,0?) (@) = = s |

Standardinormaalijakauman ylikvantiileja ‘

a 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005
zo 128 1.64 1.96 2.33 2.58

t-jakauman ylikvantiileja

o 0.1 005 0025 0.01 0.005 \
t2(a) 189 292 430 696 9.92 |
ts(a) 1.64 235 3.8 454 584
ta(a) 153 213 278 375  4.60 |
ts{a) 148 202 257 3.36  4.03 [
te(a) 144 194 245 314 371

t7(a) 1.41 1.89 236 3.00  3.50 |
ta(a) 140 1.86 231 290  3.36 |
to{a) 1.38 183 226 282 3.25 :
tio(e) 137 1.81 223 276  3.17
ti1(a) 1.36 180 220 272 3.11
ti2{@) 1.36 178 218 268  3.05
tiz(e) 135 177 216 265  3.01
tia(a) 135 176 214 262  2.98
tis(e) 1.3¢ 175 213 260  2.95
tig{@) 1.3¢ 175 212 258 292
ti7(e) 133 174 211 257 290
tis(a) 133 173 210 255  2.88 |
ti0(a) 133 173 209 254  2.86
tz0(a) 1.33 172 209 253  2.85
tor(a@) 132 172 208 252 283
toa(a) 1.32 172 207 251  2.82
t3(e) 132 171 207 250 281
toa{a) 132 171 206 249 280
tas{@) 132 171 206 249  2.79
tos(a) 1.31 171 206 248  2.78 |
ta7(@) 1.31 170 205 247 277 |
tog(a) 131 170 205 247 276 |
tag(a) 131 170 205 246  2.76 |
tzo(a) 1.31 1.70 2.04 246 2.75




Tilastollinen paittely | 12.5.2017
Kurssikoe 2h 30min

1. Olkoon X, Xs,..., X,, ~ Poisson(u) riippumattomia, g > 0. Poissonin jakaumaa noudatta-
valla satunnaismuuttujalla on pistctodennikéisyysfunktio

T

z;u:e—“—'u, z=0,1,2,...
1
z!

Johda huolellisesti parametrin g suurimman uskottavuuden estimaattori .

2. Olkoon X1, X, ..., X, riippumattomia N(u, 02)-jakautuneita satunnaismuuttujia, missi p, 02 €
R ovat tuntemattomia parametreja ja o2 > 0. Merkitddn X =n~!' Y 1 | X;.

(i) Tarkastellaan parametrin p (kiinnostusparametri) luottamusvalia ja satunnaismuuttujia

X —p
Y =
N
ja
X _
Ya=—L

S/n’
missd S on otoskeskihajonta. Luottamusvili voidaan muodostaa helposti kdyttiaen sopi-
vaa saranasuuretta. Onko Y] saranasuure? Enta Y5? Perustele.

(i) Oletetaan nyt, ettd 02 = 1 on tunnettu. Esiti kaksisuuntainen 95%-luottamusvili pa-
rametrille u. Kuinka suuri otoskoko olisi valittava, ettd luottamusvélin leveydeksi tulisi
noin 1?7 Enté jos valittaisiin vastaava 90%-luottamusvéli?

3. Viesti ldhetetdan koodattuina biteiksi, eli se koostuu nollista ja ykkosistd. Viestista 1/10 on
ykkdsid, ja 9/10 nollia. Lahetysyhteys on kuitenkin huono, joten viestid vilitettdessa 1/5
nollista muuttuu ykkésiksi, ja 1/3 ykkosistd nolliksi.

(i) Laske todennikoisyys, ettd viestid vastaanotettaessa yksittdinen (satunnaisesti valittu)
merkki on ykkdnen.

(ii) Viestia vastaanotettaessa merkki on ykkonen. Laske todennikdisyys, etté se oli ykkénen
myds alkuperdisessd viestissa.

4. Havainnot ovat luvut yy, ..., y,. Oletamme, ettd ndméa ovat satunnaismuuttujien Y;, ..., ¥,
havaittuja arvoja ja ettd Yi,..., Y, ovat riippumattomia ja noudattavat jakaumaa N(u,o?),
jossa sekd u ettd o2 ovat tuntemattomia. Haluamme testata hypoteesia p > g, kun vasta-
hypoteesina on H;: p < pg. Testi perustuu testisuureeseen

t= I Ho
s/vn
(i) Selitd, kuinka tdman testin p-arvo maéritellddn ja selitd, kuinka sen saisi laskettua
esimerkiksi taulukoiden tai tietokoneiden avulla. (Voit ajatella, ettd nollahypoteesi on
K= po)-
(i) Testi pyydetdan suorittamaan merkitsevyystasolla a = 0.05. Mité tarkoittaa hylkddmis-

virhe (omin sanoin) ja mité voidaan sanoa hylkddmisvirheen todennakoisyydesta téssa
testitilanteessa?

(iii) Oletetaan, etta testin p-arvoksi tuli p = 0.09. Hylatdanko nollahypoteesi Hy vai jadko
se voimaan, kun merkitsevyystaso on o = 0.057

Standardinormaalijakauman yldkvantiileja:

o 0.1 005 0.025 001 0.005
zo 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58




Introduktion till statistisk inferens
Kursprov 11. 5. 2015

Obs. I kursprovet far ni anviinda en kalkylator samt en dubbelsidig handskriven
“luntlapp” av storlek A4. Egna tabeller eller formelsamlingar far inte anviindas.
Den erforderliga tabellen finns som bihang.

1. Ett mynt ar viktat pa ett for oss okdnt satt, sd att vi inte vet med vilken sannolikhet
man erhdller en klave vid myntsingling. Lat denna sannolikhet vara 6, dir 0 < § < 1. Vi
betraktar ett forsoksarrangemang, dar myntet singlas 100 ganger och man riknar antalet
klavar X.

a) Vilken férdelning, som beror av 6, har den stokastiska variabeln X (fordelningens be-
namning och frekvensfunktion)?

b) Vilket &r maximum-likelihood-estimatet till parametern €, d4 man erhsll X = 65 klavar?
Motivera.

2. Den genomsnittliga brotthallfastheten av ett rep har varit 1800 kg. Fabriken dndrar till-
verkningssittet och 6nskar att brotthallfastheten okar efter detta. Man undersokte 16 rep
som producerats pa det nya séttet och erholl 1840 kg som deras genomsnittliga brotthall-
fastheter, dar standardavvikelsen var 70 kg. Testa pA signifikansnivan 0.05 om man kan
dra slutsatsen att den genomsnittliga brotthallfastheten verkligen har 6kat. Kom ihag att
tydligt formulera de hypoteser som testas. Anta att variationerna av brotthallfastheten &r
(approximativt) normalférdelade.

3. a) Parametern ¢ i den statistiska modellen f(y;#) #r endimensionell dvs. reell. P4 basen
av data y bor man bilda 95 %:s konfidensintervall [L,U] for 8, dir L och U &r reella
tal. I'6rklara vad som avses med detta och speciellt hur talet 95 % eller 0.95 bor forstas i
tolkningen.

b) Anta att man har funnit sampelkarakteristikan i modellen i a-fallet, dvs. en transfor-
mation ¢ = t(y) av data, s& att for motsvarande stokastiska variabel T' = ¢(Y) giller att
T -0~ N(0,1) for alla varden pa 6. Harled med hjalp av detta 95 %:s konfidensintervall
for 6 (dvs. utryck for talen L och U).

4. Framme finns tre identiska skalar, som var och en innehaller fem bollar: i skal 1 finns
fem vita bollar, i skal 2 finns tv& vita och tre svarta bollar och i skal 3 finns en vit och fyra
svarta bollar.

En av skdlarna viljs pad mafa, men numret K (1, 2 eller 3) av den utvalda skalen avslojas
inte, utan det ar en okdnd parameter. Fran den utvalda skalen drar man bollar p4 méafa, s&
att den dragna bollen alltid returneras till skdlen fore nasta dragning. Den forsta bollen som
dras &r svart och likasd den andra dragna bollen ar svart. Formulera aprioriférdelningen och
hérled aposterioriférdelningen till K.




Tabell: u-6vre kvantiler ¢, (u) till ¢t-fordelningen, for vilka v = P(X > t,(u)), d& X ~ ¢,.
Har &r v frihetsgradtalet till fordelningen och ¢4, avser standardnormalférdelningen N(0, 1).

vNu |[ 0.05 | 0.025 0.01 0.005 | 0.001
1 6.314 | 12.706 | 31.821 | 63.657 | 318.31
2 2920 | 4.303 | 6.965 | 9.925 | 22.327
3 2353 | 3.182 | 4.541 | 5.841 | 10.214
4 2132 | 2.776 | 3.747 | 4.604 | 7.173
) 2.015 | 2.571 | 3.365 | 4.032 | 5.893
6 1.943 | 2447 | 3.143 | 3.707 | 5.208
7 1.895 | 2.365 | 2.998 | 3.499 | 4.785
8 1.860 | 2.306 | 2.896 | 3.355 | 4.501
9 1.833 | 2.262 | 2.821 | 3.250 | 4.297
10 1.812 | 2.228 | 2.764 | 3.169 | 4.144
11 1796 | 2.201 | 2718 | 3.106 | 4.025
12 1.782 | 2.179 | 2.681 | 3.055 | 3.930
13 1771 | 2160 | 2.650 | 3.012 | 3.852
14 1761 | 2.145 | 2624 | 2977 | 3.787
15 1.753 | 2.131 | 2.602 | 2.947 | 3.733
16 1746 | 2.120 | 2.583 | 2.921 | 3.686
17 1.740 | 2.110 | 2.567 | 2.898 | 3.646
18 1.734 | 2.101 | 2.552 | 2.878 | 3.610
19 1.729 | 2.093 | 2.539 | 2.861 | 3.579
20 1.725 | 2.086 | 2.528 | 2.845 | 3.552
21 1.721 | 2.080 | 2.518 | 2.831 | 3.527
22 1.717 | 2.074 | 2.508 | 2.819 | 3.505
23 1714 | 2.069 | 2.500 | 2.807 | 3.485
24 1.711 | 2.064 | 2.492 | 2797 | 3.467
25 1.708 | 2.060 | 2.485 | 2.787 | 3.450
26 1.706 | 2.056 | 2.479 | 2.779 | 3.435
27 1.703 | 2.052 | 2473 | 2.771 | 3.421
28 1701 | 2.048 | 2.467 | 2.763 | 3.408
29 1.699 | 2.045 | 2462 | 2.756 | 3.396
30 1.697 | 2.042 | 2.457 | 2.750 | 3.385
31 1.696 | 2.040 | 2.453 | 2.744 | 3.375
32 1.694 | 2.037 | 2449 | 2.738 | 3.365
33 1.692 | 2.035 | 2445 | 2.733 | 3.356
34 1.691 | 2.032 | 2.441 | 2.728 | 3.348
35 1.690 | 2.030 | 2.438 | 2.724 | 3.340
36 1.688 | 2.028 | 2.434 | 2.719 | 3.333
37 1.687 | 2.026 | 2.431 | 2.715 | 3.326
38 1.686 | 2.024 | 2429 | 2.712 | 3.319
39 1.685 | 2.023 | 2.426 | 2.708 | 3.313
40 1.684 | 2.021 | 2423 | 2.704 | 3.307
45 1.679 | 2.014 | 2412 | 2.690 | 3.281
50 1.676 | 2.009 | 2.403 | 2.678 | 3.261
0 1.645 | 1.960 | 2.326 | 2.576 | 3.090




Matemaattisten tieteiden kandiohjelma /
MTO

Tilastollinen péittely ITa
Kurssikoe 18.12.2019 (kesto 2h 30min)

Sallitut apuviilineet: kirjoitusvilineet, laskin seki kisinkirjoitettu, A4-kokoinen lunt-
tilappu.

1. Olkoon f > 0 positiivinen parametri, ja asetetaan

f(y;0) = {39—1(11 —1)%exp(=(y —1)*/6), kun y>1

0, muuten
Oletetaan, ettd Y7,...,Y, ovat riippumattomia ja noudattavat kukin ylli mainittua jakau-
maa. Olkoon y = (y1,...,yn) annettu aineisto, y; > 1 kaikilla ¢. Muodosta timin mallin

uskottavuusfunktio ja log-uskottavuushunktio seké midriti suurimman uskottavuuden es-
timaatti 8. Mikd on parametrin A = #* + 26 suurimman uskottavuuden estimaatti?

2. Olkoon Yj,...,Y, ~ P()) riippumattomia, missd A > 0 ja olkoon y = (y1,...,¥n) annettu
aineisto, y; > 0 kaikilla 7. Laske mallin aineistosta havaittu informaatio j(A; y) sekd mallin
Fisherin informaatio i(\) parametrille .

3. Olkoon Y1,...,Y, ~ G(2,2/p) riippumattomia, gammajakautuneita satunnaismuuttujia,
missd 4 > 0 ja olkoon y = (w1,...,ys) annettu aineisto, y; > 0 kaikilla <. Nayti, etta
estimaattori Y = n~1(Y; + --- +Y,,) on parametrin g(u) = p harhaton, tarkentuva ja
taystehokas estimaattori.

4. Olkoon Yi,...,Y, ~ N(po,0?) riippumattomia satunnaismuuttujia, joista pg tunnetaan,
mutta o2 > 0 on tuntematon parametri. Johda suurimman uskottavuuden estimaattori 72.
Laske mallin Fisherin informaatio i(c?) varianssiparametrille 02. Vastaa lisiksi perustel-
len kysymyksiin: a) Onko &2 harhaton estimaattori? b) Millaista jakaumaa G2 noudattaa
asymptoottisesti? ¢) Onko &2 tarkentuva estimaattori?

CA

'\ ‘_/ "




Jakaumia:

— Satunnaismuuttuja X ~ G(x, ) noudattaa gammajakaumaa parametreilla k > 0, A > 0.
Sen tiheysfunktio on

. _ A" k—1_—Az
fx(z,rc,)\)——l_‘(ﬁ)z e 1{zx >0},

odotusarvo EX = x/) ja varianssi var X = x/A\%. Riippumattomien gammajakautuneitten
X, ~ G(k;, A) summa on gammajakautunut X; +---+ X, ~ G(D_ ki, A). Jos X ~ G(k, A)
ja ¢ > 0 vakio, niin ¢X ~ G(k, A/c).

Satunnaismuuttuja Y ~ Exp()\) noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla A > 0. Tama
on gammajakauman erikoistapaus Exp(A) = G(1, A), ja sen tiheysfunktio on

Ffry;A) = AeM1{y >0},

odotusarvo EY = 1/X ja varianssi varY = 1/)%. Eksponenttijakauman kertymifunktio
Fy(y)=(1-e)1{y>0}.

Satunnaismuuttuja Z ~ N(u,0?) noudattaa normaalijakaumaa parametreilla x ja o2 > 0.
Sen tiheysfunktio on siten

L —(e-w?/20?,

falzi o) = V2no?

odotusarvo EZ = p ja varianssi var Z = ¢2.

Satunnaismuuttuja W ~ Tas(a, b) noudattaa tasajakaumaa vililla (a,b), missd b > a. Sen
tiheysfunktio on

1
—., k <w<b
fW(w;a, b) _ {bﬂz una < w
0, muuten.

Odotusarvo EW = }(a + b) ja varianssi var W = 35(b — a)2.

Diskreetti satunnaismuuttuja W ~ P(u) noudattaa Poissonin jakaumaa parametrilla p.
Sen pistetodennikéisyysfunktio on

e HFu*/w!, kunw=0,1,2,...

0, muuten.

fw(w; ) = {

Odotusarvo EW = p ja varianssi var W = p. Riippumattomien Poisson-jakautuneitten
satunnaismuuttujien X; ~ P(u;) summa on Poisson-jakautunut X; +--- + X5, ~ PO ;).




Matematiikan ja tilastotieteen osasto
Algebralliset rakenteet I
Kurssikoe 6.3.2019 (kesto 2 h 30 min)

Taulukkokirjan, laskimen ja muiden apuvalineiden kaytto et ole sallittua.
Muista perustella vastauksesi huolellisesti.

1. Maaritellddn joukossa @ laskutoimitus * seuraavasti:
a* b= —4ab kaikilla a,b € Q.

Yhtalon oikean puolen kertolasku on tavallinen rationaalilukujen kertolasku.
Onko laskutoimitus * liitannainen? Enta vaihdannainen? Osoita, etta lasku-
toimituksella on neutraalialkio. Mika on alkion 1/2 kéaanteisalkio?

)

2. Tarkastellaan symmetrista ryhmaa Sy.

1 2 3 45 6
5 3 2 7 4 6
erillisten syklien tulona.

b) Masrits (162) - (12)(34).
¢) Mairita ((62)(17))~2.
d) Ratkaise yhtdlo (315) - z - (14) = (12).

a) Kirjoita permutaatio

3. Tarkastellaan nelion symmetriaryhmééa Dy, jonka laskutoimitustaulukko
on taman paperin kddntopuolella.

a) Ryhmalla D4 on aliryhma H = {E, P;}. Méérita aliryhmén H vasempien
sivuluokkien joukko Ds/H.

b) Palautetaan mieleen, ettd ryhmén G keskus on sen aliryhma

Z ={g € G| zg = gz kaikilla z € G}.
Maarita ryhméan Dy keskus.

4. Oletetaan, ettd G ja H ovat ryhmia ja f: G — H isomorfismi. Merkitaan
ryhmien G ja H neutraalialkioita symboleilla eg ja ep.

a) Osoita, ettd f(eg) = en.

b) Oletetaan, etti ryhmissia G pitee g° = eg kaikilla g € G. Osoita, ettd
ryhmasss, H patee h? = ey kaikilla h € H.




E Ky Kigee Kyge P Py Ps Py

E B Kogpo Kigge Karge Pi b B Py

Koo | Koo Kigoe Koge FE Fy P Py Ps

Kigoe | Kigoe K2oe E = Koo B3 Py P Py

Koro | Ko7go B Kgpo Kisoe P Py Py Py
Py Py Py P3 Py E Koo Kigoe Koroo
Py Py Py P, P Ky E Kgo Kigpe
P; P; Py Py P, Kigee Kope E Kgpe

Py Py P Py Py Ko Kigoe Koo E




Matematiikan ja tilastoticteen laitos
Algebralliset rakenteet I
Kurssikoe 7.3.2018 (kesto 2 h 30 min)

1. a) Mitkd seuraavista jadnnosluokkia koskevista laskuista on laskettu
oikein?

[Bls + [7]s = [5ls [=2la+ [8]a = [-T7]4 —[4s = [6]s

Perustele vastauksesi.
b) Mééiritellaan rationaalilukujen joukossa laskutoimitus * ehdolla

axb=a—10+b.

Osoita, ettd laskutoimituksella on neutraalialkio. Onko luvulla 2 kdanteisalkiota
laskutoimituksen * suhteen?

2. a) Kirjoita permutaatio

1 2 3 45 6 7
53 2 7 46 1
erillisten syklien tulona.

b) Mika on alkion (1 3)(2 5 4) kertaluku ryhméssd Ss?

c) Laske
(13)(2 5 )™,

3. a) Oletetaan, ettd G on vaihdannainen ryhma, ja ryhmé H on isomorfinen
ryhmén G kanssa. Osoita, ettd myos ryhma H on vaihdannainen.

b) Ovatko ryhmét Zg ja S3 isomorfiset?
c¢) Ovatko ryhmét Zg ja Zg x Zsz isomorfiset?
d) Ovatko ryhmét Z, x Z3 ja S3 isomorfiset?

4. Tarkastellaan nelion symmetriaryhméa Dy, jonka laskutoimitustaulukko
on taméan paperin kaantopuolella.

a) Onko ryhmé D, syklinen?

b) Mitkéd ovat Lagrangen lauseen nojalla mahdollisia ryhmén D, aliryhmén
kertalukuja?

c¢) Anna esimerkkeja ryhmén D, aliryhmisté (ainakin yksi esimerkki kutakin
b)-kohdassa 16ytamadsi mahdollista kertalukua kohti).




E Koo Kigge Kimge P P

E | 1E) Koo Ky Kyoo P P,
Koo | Kope Kisoo Koo (\jﬁz_\,\

Kigoo | Koo Koo (E ) Kyge P Py
Koo | Kore (B)  Keor Kisoe P Ps
P | B Py Py P Ky

P | P Py P Py Kigee Karge
Py Py Py Py Ps Ky Kigoo

\I“ 9\17/ .
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Helsingin Yliopisto
Matematiikan ja tilastotieteen laitos

Algebralliset rakenteet I
Kurssikoe
08.03.2017

Kaikki vastaukset tulee perustella huolellisesti.

1. Olkoon X = {f: R — R} kaikkien funktioiden joukko reaaliluvuilta itsel-
leen. Médritellddn tdhnén joukkoon laskutoimitus @ seuraavasti: f®g = h,
missd h(z) = f(z) + g(z) kaikilla £ € R ja + on tavallinen reaalilukujen
yhteenlasku.

(a) Osoita, ettd (X, ®) on ryhmai.
(b) Osoita ettd Y = {f € X | f(0) =0} C X on aliryhma.

2. Olkoon A = {a,b,c} ja olkoon * joukossa A médiritelty laskutoimitus siten
ettd (A, *) on ryhmé, jonka neutraalialkio on a. Osoita, ettd A on syklinen
ryhma.

3. (a) Osoita, ettd jos [m]7 = [n|7, niin [3m]7 = [3n]; kaikilla n,m € Z.

(b) Olkoon f: Zz — Zr médritelty kaavalla f(n]7) = [3n]7. Osoita, ettd
f on isomorfismi ryhmésté (Z7,+) itselleen, eli automorfismi.

4. Ratkaise ryhmassd Sy yhtilo (23)z~1(124) = (34)%. Kirjoita vastaus sie-
vennetyssid muodossa.




Algebralliset rakenteet I
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Yleistentti, tentin kestoaika 3.5 tuntia

18.05.2016
Laskimen tai taulukkokirjan kiytto ei ole sallittua. : / h
; r’l) “q4°9 \\
¥ Olkoon H = {(1), (254), (245)}. )T (1)
Lo/l

a) Osoita, ettd H on ryhmén Ss aliryhma.
b) Osoita, ettd H = ((245)).

2 a) Miten kuuluu Lagrangen lause?
b) Maéritd aliryhmén {(1),(24)} sivuluokat ryhma&ssé
G = {(1), (24), (25), (45), (252), (245)}.
/%{ a) Olkoon G vaihdannainen ryhma4, jolla on aliryhmét H ja K. Osoita,
ettd aliryhmien tulo HK = {hk | h € H, k € K} on G:n aliryhma.

b) Anna esimerkki ryhméstd G ja sen aliryhmistd H ja K, joiden tulo
HK ei ole aliryhma.

}./ Tarkastellaan ryhméd Sg = {f: R — R | f on kddntyvi}, jonka laskutoi-
mituksena on kuvausten yhdistdminen. Osoita, ettd joukko

H={feS|f(3)=3}

1

on ryhmén Sg aliryhma.

’4)[1(00{1 (G syklinen rvhmé ja f : G — H ryhmédhomomorfismi. Osoita,
ettd kuvajoukko f(G) on syklinen ryhma.




Algebralliset rakenteet I

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kurssikoe

9.3.2016

Koeaika on kakst ja puoli tuntia.

1. Ohessa on annettu erédén ryhméan G = {a,b,c,d, z,y} kertotaulu.

a b ¢ dzx U d

ala b c dzx y 7

blb ¢c a z y d d-- b

clc a by dzx % _

did zr y b c a d =K

zlxz y d c a b de = C

v|ly d z a b ¢ dq‘ y
(a) Maarita alkio d=2. d¥ o

(b) Maarita alkion b kertaluku.
(c¢) Onko ryhmé G syklinen?

2. Maaritellddn kokonaislukujen laskutoimitus * seuraavasti. Jos a, b € Z, niin
axb=a+b—-1.

Osoita, etta (Z, *) on ryhma.

3. Tutkitaan ryhmaéa Ss.
(a) Maaritd tulo (153)(24) - (14)(23).
(b) Méarita alkion (132)(564) kainteisalkio.
(c) Osoita, ettd kuvaus f: Ss — Ss, f(o) = (146)0(164) on ryhméiisomorfismi.

4. a) Miten kuuluu Lagrangen lause? Kuvaile omin sanoin, miksi lause pitas paik-
kansa.

b) Méérita aliryhmén {[0]s, [4]s} vasemmat sivuluokat ryhméssi Zs.




Algebralliset rakenteet I
Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos

Kurssikoe
04.03.2015

Koeaika on kolme tuntia. Kokeessa ei saa kdyttdd laskinta tai taulukkokirjaa.

1. Madritelldan joukossa Zj4 laskutoimitus * ehdolla [a]4 * [b]4 = [3ab]s.

(a) Osoita, ettd laskutoimitus * on liitdnnéinen.

(b) Onko laskutoimituksella neutraalialkiota?

2. (a) Tutkitaan ryhméa Se. Maarita tulo (135)(24)-(13)(25), ja maarita myos
alkion (124)(563) kaanteisalkio.

(b) Méaarittele seuraavat kisitteet: virittdminen, syklinen ryhma, aliryvhméan
madradma sivuluokka.

3. Ryhmalla (Q \ {0},-) on aliryhmé H = {7 | n € Z} ja ryhmalla (Z, +) on
aliryhmé 3Z = {3n | n € Z}.

(a) Osoita, ettd ryhmit H ja 7Z ovat isomorfiset.
(b) Ovatko ryhmat (Q\ {0}, ) ja (Z,+) syklisia? Entd aliryhmét H ja 7Z?

4. (a) Onko ryhmaill Ss aliryhméi, jonka kertaluku on seitseman?
(b) Ryhmaélla Zi, on aliryhmd H = {[0]12, [3]12, [6]12, [9]12}. Mit4 Lagran-

gen lause kertoo aliryhmén H indeksista eli (vasempien) sivuluokkien
lukumédrasta? Maarita sivuluokat.




Institutionen fér matematik och statistik
Algebraiska strukturer II
Kursprov 11.5.2018 (langd 2 h 30 min)

1. Vi undersoker ringen R = {a,b, ¢, d}, som har foljande tabeller for rikne-
operationerna:

-I-‘abcd -|abcd
ala b ¢ d ala a a a
blb ¢c d a bla b ¢ d
clec d a b cla ¢ a c
dld a b c dla d c b

a) Vilket ar enhetselementet i ringen R?
b) Ar ringen R en kropp?
c) Los ekvationen z° — 3z + 1 = 0 i ringen R.

2. a) Finns det en homomorfism f:(Z,+) — (Q, +), for vilken f(1) =17
b) Finns det en homomorfism g: (Q, +) — (Z,+), for vilken g(1) = 17

c) Anta att h: G — G’ 4r en homomorfism mellan grupper. Visa: om gruppen
G ar cyklisk, sa ar ocksd bildméngden Imh cyklisk.

3. Vi betraktar kvadratens symmetrigrupp Dy, vars multiplikationstabell for
rikneoperationen finns pa motstaende sida av detta papper. Vi antar det
kant att N = {E, K15} ar en normal undergrupp till gruppen Dj.

a) Bestam elementen i faktorgruppen Dy/N.
b) Hur ser multiplikationstabellen ut f6r faktorgruppen Dy/N7?

¢) Vilka dr ordningarna hos elementen i faktorgruppen?

4. a) Ar polynomet X3 + 2X + 2 € Z3[X] irreducibelt? Om det inte &r det,
sa skriv polynomet som en produkt av irreducibla polynom.

b) Ar polynomet X3+ X? — X —1 € Z3[X] irreducibelt? Om det inte &r det,
sa skriv polynomet som en produkt av irreducibla polynom.




E Koo Kigoe Koo P Py Py Py

E E Kope Kigge Korge P B Py Py

Koo | Kooo  Kigoe Koo E Py P Py P

Kigoe | Kisoe Koo E Koo B3 Py Py P

Koo | Karoe E = Koo Kigoe P P3 Py Py
P, P, Py Py Py E  Kge Kigoe Koroe
Py P, Ps Py P, Kypp E Ko Kisgpe
Py P; Py Py P, Kigee Koo E  Kgoo

P, Py P, P, Py Ko Kigoe Kae FE




Algebralliset rakenteet II kurssikoe 10.05.2017
Matematiikan ja tilastotieteen laitos

1. Olkoon R = Z[V?2] = {a + bv/2 | a,b € Z} varustettuna tavallisilla
laskutoimituksilla + ja -.

(a) Osoita, ettd R on rengas,
(b) Osoita, ettd se on renkaan (R, +,-) alirengas.
(c¢) Onko R renkaan (R, +,-) ideaali?

2. Olkoon G ja H ryhmia ja f: G — H ryhmahomomorfismi. Osoita,
ettd ydin Ker(f) on G:n normaali aliryhma.

3. Tarkastellaan polynomia X* + 2X2 + 1 € Z3[X].

(a) Onko polynomilla juuria?
(b) Onko se jaoton?

4. Olkoon G = (Z X Z,+), H = (Z,+) ja J ={(nn)|n€Z}CGJa
olkoon f: G — H maédéritelty kaavalla f(n,m) =n —

(a) Osoita, ettd f on homomorfismi.

(b) Osoita, ettd G/J = H (ryhmien homomorfialausetta saa kayttaa).

5. Onko polynomirenkaan Zs[X] alkio 3X? — 1 yksikké? Jos ei, anna
esimerkki renkaan Zs[X] yksikésté, joka ei ole 1.




Algebralliset rakenteet 11

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kurssikoe

6.5.2015

Koeaika on kolme tuntia.

1. (12 pistetta)

(a) Miké on renkaan Zg[X|] polynomin 18 X7 + 13X* — 3X aste?

(b) Mité seuraavista renkaan Z4[X| polynomeista vastaa sama polynomikuvaus?

P=2X?-1 Q=4X*+2X%+3, R=X%?+1

2. (6 pistetta) Joukko R = {[0}i0,[2]10, [4]10, [6]10, [8]10} on rengas jaanndsluokkien tavallisen
yhteen- ja kertolaskun suhteen.

(a) Mika on renkan ykkosalkio?
(b) Mité renkaan R alkiota vastaa kokonaisluku 4? Enta —27

3. (12 pistettd) Ryhmalla Ss on normaali aliryhma A = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Mitka
seuraavista vaitteistd ovat tosia tekijaryhméissa Sy/A? Perustele véitteesi huolellisesti kayt-
taen tekijairyhmén kertolaskun méaritelméa.

(a) (13)A-(12)A = (134)A

(b) ((132)4)7! = (13)A

(c) Joukko {A4, (123)A, (124)A} on ryhméan Sy/A aliryhma.

4. (6 pistettd) Olkoon G = (g) syklinen ryhmaé, jolla on normaali aliryhma N. Osoita, etté
tekijaryhméd G/N on syklinen.

5. (12 pistettd) Tutkitaan kuvausta f: Z — Q\ {0}, f(a) = (-1)*

a) Osoita, ettd f on ryhméahomomorfismi.

(a)

(b) Méaritd f:n ydin. Perustele vastauksesi huolellisesti.

(c) Maadrita isomorfismi f, joka kuvauksesta f saadaan ryhmien homomorfialauseen avulla.
)

(d) Kuvaus f ei ole injektio. Kuvaile lyhyesti omin sanoin, miksi kuvaus f on injektio. Voit
halutessasi piirtaéd avuksi kuvan. Tarkkaa todistusta ei tarvita.




Algebralliset rakenteet II

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kurssikoe

6.5.2015

Koeaika on kolme tuntia.

1. (12 pistetts)

(a) Miké on renkaan Zg[X] polynomin 18X7 + 13X* — 3X aste?

(b) Mita seuraavista renkaan Z4[X| polynomeista vastaa sama polynomikuvaus?

P=292X%2-1 Q=4X3+2X%+3, R=X?>+1

2. (6 pistetta) Joukko R = {[0]10,[2]10, [4]10, [6]10, [8]10} on rengas jadnndsluokkien tavallisen
yhteen- ja kertolaskun suhteen.

(a) Mika on renkan ykkosalkio?
(b) Mita renkaan R alkiota vastaa kokonaisluku 4? Entd —27

3. (12 pistettd) Ryhmalld Sy on normaali aliryhmd A = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Mitka
seuraavista vaitteistd ovat tosia tekijaryhméssi Sy/A7 Perustele vaitteesi huolellisesti kiyt-
téen tekijaryhmén kertolaskun maéaritelméaa.

(a) (13)A- (12)A = (134)A
(b) ((132)A)~! = (13)A
(c) Joukko {4, (123)A4, (124) A} on ryhmén S;/A aliryhma.

4. (6 pistettd) Olkoon G = (g) syklinen ryhmad, jolla on normaali aliryhmi N. Osoita, etté
tekijaryhméa G/N on syklinen.
5. (12 pistettd) Tutkitaan kuvausta f: Z — Q\ {0}, f(a) = (—1)*

a) Osoita, ettd f on ryhméahomomorfismi.

(a)

(b) Méérita f:n ydin. Perustele vastauksesi huolellisesti.

(c) Maarits isomorfismi f, joka kuvauksesta f saadaan ryhmien homomorfialauseen avulla.
)

(d) Kuvaus f ei ole injektio. Kuvaile lyhyesti omin sanoin, miksi kuvaus f on injektio. Voit
halutessasi piirtda avuksi kuvan. Tarkkaa todistusta ei tarvita.




Algebra I

Helsingfors universitet, Institutionen for matematik och statistik
Kursforhor 2

7.5.2014

Réiknare och tabller dr inte tillatna 1 provet.

1. (12 poéng) Vi granskar funktionen f: 3Z — Z7, f(a) = [d/3]7. °

(a) Visa att f ar en homomorfism.
(b) Nedan finns ett forsok at befisa att karnan till funktionen f ar 21Z. Beviset ar emellertid
inte riktigt. Forklara kort vad som &ar fel och korrigera sedan beviset.

”Antag att a € 21Z. Nu 4r a = 21k fér ndgot k € Z. Vi ser att

f(a) = f(21k) = [Tk]7 = [0]-.
Saledes Ker f = 21Z."

(¢) En hurudan isomorfism fir man av homomorfismen f enligt homomorfismsatsen for
grupper? Vilket element avbildas pa elementet [2]; av isomorfismen if fraga?

2. (12 poang) Vi vet om gruppen H att det ar en undergrupp till Zy X Z4 och att den har tva
element,.

(a) Hur manga sidoklasser har H?
(b) Rita en bild av méngden av sidoklasser (Zy x Z4)/H. Vilj sjalv det illustreringssétt du
bast tycker beskriver mangden.

(c) Antag att en av H:s sidoklasser ar {([1]2, [1]4), ([1]2, [3]4)}- Bestam de 6vriga sidoklas-
serna.

3. (6 poang) Vi granskar ringen R = {a,b, ¢,d} som har f6ljande rakneoperationstabeller:

+la b c d la b c d
ala b c d ala a a a
blb ¢ d a bla b ¢ d
clc d a b cla c a c
did a b c dla d ¢ b
(a) Vilken &r ringens enhet (ykkosalkio)?
(b) Ar d ett enhetselement (yksikko)?

~ o~

(c) Ar R ett heltalsomrade?

4. (6 poing)

(a) Vad ar graden av polynomet 18X7 + 13X* — 3X i ringen Zg[X]?
(b) Lt R vara ringen i uppgift 3 och P = X? — 3X + 2 ett polynom i ringen R[X]. Bestim
rotterna till P.

5. (12 poéng)

(a) Vad har kvotgrupper och normala undergruppen med varandra att géra?
(b) Antag att G &r en cyclisk grupp med en normal undergrupp N. Visa att kvotgruppen
G/N é&r cyclisk.




Algebra I

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
2. kurssikoe

7.5.2014

Kokeessa ei saa kdyttia laskinta tai taulukkokirjaa.

1. (12 pistettd) Tutkitaan kuvausta f: 3Z — Zr, f(a) = [a/3].

(a) Osoita, etta f on homomorfismi. 9

(b) Seuraavassa on yritetty osoittaa, ettd kuvauksen f ydin on 21Z. Todistus ei kuitenkaan
ole péatevi. Selitd lyhyesti, miké todistuksessa on vialla, ja korjaa sen jalkeen todistus.

"Oletetaan, ettd a € 21Z. Nyt a = 21k jollakin k € Z. Huomataan, etté,
f(a) = f(21k) = [7k]7 = [0]r.
Siten Ker f = 217

(c) Millainen isomorfismi homomorfismista f saadaan ryhmien homomorfialauseen avulla?
Mika alkio kuvautuu kyseisessé isomorfismissa alkiolle [2];?

2. (12 pistettd) Ryhmén Z, x Z4 aliryhméstd H tiedetddn, etté siina on kaksi alkiota.

(a) Kuinka monta sivuluokkaa H:lla on?

(b) Piirrd kuva sivuluokkien joukosta (Z, x Zs)/H. Voit itse valita havainnollistustavan,
joka kuvaa mielestési parhaalla tavalla joukon rakennetta.

(c) Oletetaan, etté erds H:n sivuluokista on {([1]2, [1]4), ([1]2,[3]s)}. Médritd muut H:n si-
vuluokat.

3. (6 pistetta) Tutkitaan rengasta R = {a,b,c,d}, jolla on oheiset laskutoimitustaulut:

+|abcd -‘ab c d
ala b c ala a a a
blb ¢ d a bla b ¢ d
cle d a b cla ¢ a ¢
dld a b ¢ dla d ¢ b

(a) Miké on renkaan R ykkosalkio?
(b) Onko alkio d yksikko?
(c) Onko R kokonaisalue?

4. (6 pistettd)

(a) Miké on renkaan Zg[X] polynomin 18X7 + 13X* — 3X aste?
(b) Olkoon R tehtévisss 3 kasitelty rengas. Maérita renkaan R[X] polynomin X2 —3X + 2
juuret.

5. (12 pistetta)

(a) Miten tekijaryhmét ja normaalit aliryhmét liittyvat toisiinsa?
(b) Oletetaan, ettd G on syklinen ryhma, jolla on normaali aliryhmé N. Osoita, etts tekija-
ryhmé G/N on syklinen.




Algebra I

Helsingin yliopisto, matematiikan ja tilastotieteen laitos
1. kurssikoe

26.2.2014

Koeaika on kolme tuntia. Kokeessa ei saa kayttad laskinta tai taulukkokirjaa.

1. (a) Mitka seuraavista laskuista on laskettu oikein?
3]s + [7]s = [5]s [—2la + [3l4 = [-7]4 — [4]s = [6]s

Perustele vastauksesi. .

(b) Méaritellddn rationaalilukujen joukossa laskutoimitus * ehdolla
axb=a—-10+0b.

Osoita, etté laskutoimituksella on neutraalialkio. Onko luvulla 2 kién-
teisalkiota laskutoimituksen % suhteen?

2. (a) Miten maaritellddn ryhmaisomorfismi?

(b) Jos ryhmien valilla on isomorfismi, ryhmét ovat rakenteeltaan samana-
laiset. Isomorfismin méaaritelméssa ei kuitenkaan suoranaisesti sanota
mitéddn tallaista. Selitd lyhyesti omin sanoin, miksi isomorfismin méé-
ritelmésté seuraa, etté isomorfisten ryhmien algebralliset ominaisuudet
ovat samanlaiset.

(c) Ryhmalld (Q\ {0}, ) on aliryhmé H = {20 | n € Z}. Osoita isomorfi-
suuden méadritelmén perusteella, ettd ryhmé (Z, +) on isomorfinen ryh-
méan (H, ) kanssa.

3. (a) Madritd ryhmén Sg alkion (425)(136) virittim4 aliryhma, ((425)(136)).
Miké4 on alkion (425)(136) kertaluku? Perustele vastauksesi huolellisesti.

(b) Anna esimerkki syklisestd ryhmaésta, joka on déreton. Mika on keksimési
ryhmén virittaja?

4. (a) Olkoon G vaihdannainen ryhmé, jolla on aliryhmét H ja K. Osoita, etté
aliryhmien tulo HK = {hk | h € H, k € K} on ryhmén G aliryhma.

(b) Anna esimerkki ryhmésté G ja sen aliryhmists H ja K, joiden tulo HK
el G'n ole aliryhma.




Exam: Combinatorics Spring 2018

Date: 3.5.2018

Remember to write your name and student number on the answer sheet.
[/EZO points) How many pairs (X,Y) exists such that X,Y C {1,...,n} and X and Y are disjoint?

£27°(20 points) Show that if n + 1 distinct integers are chosen from the set {1,2,...,(k + 1)n} then there are
always two which differ by at most k.

/8./ (20 points) Prove the following identity: For all non-negative integer n,

E": (2k) (2n - 2k> o
k n—k '
k=0
Ca rﬁ(‘ "\q>
4. (20 points) A circle with center o is the set of all points in the plane that are at a fix given distance, r,
from o. Let 1, %2, ..., T2, be 2n points on a line £. In how many ways can n circles be drawn such that
for every circle O, there are 1 < 1,5 < 2n such that z;z; is a diameter of O and doesn’t intersect with

any of the other circles.

5. (20 points) We denote by S, the set of permutations of {1,2,...,n}. How many permutations = € S,

exists such that 7(7) — (i + 1) <1 holds for all 1 <7 < n? N
5 \I\«“S \




KOMBINATORIIKAN KURSSIN KOE

Arvostelu: 10p/tehtévi maksimissaan.
Kirjoita perustelut!

Onnea kokeeseen!

(1) Shakissa on 8 x 8-lauta. Toisella pelaajalla on mustat, toisella valkoiset nappulat,
molemmilla on yksi kuningas, yksi kuningatar, kaksi ldhettid, kaksi hevosta, kaksi
tornia ja kahdeksan sotilasta. Kuinka monella taalla nappulat voivat olla laudalla,
kun yhdessi ruudussa voi olla korkeintaan yksi nappula? Sdannoisté ei valitetd. Sa-
manlaiset, samanvériset nappulat samaistetaan, (esimerkiksi kaikki mustat sotilaat
samaistetaan,) eli niiden vaihto péittdin ei vaikuta. Numeerista arvoa ei tarvita,
vaan lauseke riittaa.

(2) Kuinka moni lukua 400 pienempi positiivinen kokonaisluku on jaollinen joko kah-
della tai seitsemaélld, mutta ei viidella?

(3) Miten monella tavalla voidaan jarjestdd sanan KURSSIKOE kirjaimet muodostaen
eri sanoja, jos vaaditaan, ettd mitkddn kaksi samaa kirjainta eivit saa olla perak-
kain?

(4) Anna kaava (joka ei ole rekursiivinen) rekursiivisen jonon a, = 6a,—1 — 9a,
(n > 2) termille a,, kun vaaditaan, ettd ap = 0. (Huomaa, etté téssé todellakin on
vain yksi alkuehto!)

(5) Anna kaava (joka ei ole rekursiivinen) rekursiivisen jonon a, = 6a,-; — 5an_p + 2
(n > 2) termille a,, kun ag =0 ja a; = 1.

(6) Huoneessa on 17 ithmistd. NAmé tervehtivit toisiaan seuraavasti: Osa mahdollisesti
kittelee, osa mahdollisesti kumartaa toisilleen, ja osa mahdollisesti jattaa terveh-
timatta. Tervehdys, kuten myos sen tekeméttéd jattdminen on kaksipuoleista: joko
kaksi henkilod tervehtii toisiaan samoin (eli molemmat kéttelevat tai molemmat
kumartavat) tai jattaa tervehtimétté. Ketkéédn kaksi eivédt myoskéin tervehdi toisi-
aan yli yhté kertaa. Osoita, ettd huoneesta 10ytyy kolmen hengen joukko, niin, etta
kaikki joukon jdsenet ovat tervehtineet toisiaan samoin tai jatténeet tervehtimétta.

Hyvaa kesaéal




Verkot, syksy 2015
Matematiikan- ja tilastotieteen laitos
Kurssikoe 21.12.2015.

T&améi on kahden tunnin kurssikoe
HUOM Koeaika 2 tuntia!

Valitse alla olevista tehtivistd 5 oman maun mukaan.
Muista perustella vastauksesil

1. Olkoon G suhteikko, jonka solmujoukko on {a,b,c,d, e, f,g} ja jonka solmujen seu-

raajaluettelot ovat
a:b; b:d; c:bye; d:a,c

ere; fieg g

a) Piirrd kaavio suhteikosta G ja tutki onko G yhteniinen. Perustele vastauksesi!
b) M&é&ritd suhteikon G vahvasti yhtensiset komponentit. Perustele vastauksesi!

2. Tarkastellaan kuvassa 1 alla esitettyé verkkoja P, T, S.

Verkko P
Verkko T

Kuva 1

a) Osoita tarkasti, ettd verkot P, T, S ovat kaikki puita.
b) Tutki ovatko mitkdén kaksi verkoista P,T,S isomorfisia kesken#in. Perustele

vastauksesi!

Verkko S

3. Tarkastellaan kuvassa 2 (alla) esitettyjé verkkoja G, H.




<]

Verkko G Verkko H

Kuva 2

a) Tutki kummankin verkon kohdalla onko se kaksijakoinen.
b) Tutki kummankin verkon kohdalla onko siind Hamiltonin ja/tai Eulerin kierrosta.

4. Kuinka monta isomorfiaa vaille oleellisesti erilaista verkkoa, jossa on 7 pistettd ja
tasan 18 viivaa on olemassa? Piirrd kuva jokaisesta mallista.

5. a) Piirrs tdydellinen verkko Ky ja keksi sille joku virittdvi puu 7.
b) Méaritd verkon K, perusrenkaat a)-kohdassa konstruoimasi puun 7" suhteen.
¢) Kuinka monta renkaistoa verkolla K4 on?

6. Osoita, ettéd tdydelliselld verkolla K ei ole erillisid renkaita. Péittele timésn avulla,
ettd verkolla K, on tasan 7 erilaista rengasta.

7. Takastellaan seuraavia verkkoja A, B, C.

L

Verkko A Verkko B Verkko C

a) Osoita tarkasti kurssin tietojen avulla, ettd jokaisella verkoista A, B, C on tasan
yksi rengas. (Vihje: tarkastele pisteiden ja viivojen lukuméaéria).

b) Osoita a-kohdan avulla, etts verkoista A, B, C mitkiin kaksi eivit ole isomorfisia
kesken#én.




University of Helsinki

Bachelor’s programme in mathematical sciences
MAT21030 Elements of set theory I

Course examn

4.3.2024

No calculators, charts or other extra material allowed.

Leave a few empty rows for grading notes at the top of the first page of your
answer sheet.

1. (a) Simplify (U 4)N(U B?, where A = {0, {0, {0}}} and B = {0, {0}, {{0}, {{0}}}}.

(b) Prove or disprove (i.e., provide a proof or a counter example): For
any sets A and B

PAUPB =P(AUB)

2. Show that every natural number is a transitive set.

3. Show that addition of reals is commutative, i.e,
THRY=Y+RT

for all z,y € R. State without proof the results from earlier levels of
the construction that you use in your proof.

4. Show that for any n € w, any proper subset of n is equinumerous to
some m less than n. (Hint: induction)




University of Helsinki

Bachelor’s programme in mathematical sciences
MAT?21031 Elements of set theory II

Course examn

7.5.2024
No calculators, charts or other extra material allowed.

Leave a few empty rows for grading notes at the top of the first page of your
answer sheet.

1. Show directly from the definitions of cardinal arithmetic that

(K- A)# =g A

2. Prove that the following forms of the Axiom of Choice are equivalent:

(i) For any sets C and D, C' < D or D < C (or both).
(ii) For any set A there is a well-ordering < of A.

3. In ordinal arithmetic, simplify the following:
(a) w+2-wd,
(b) w? - w*,
(c) U{e®: 6 <w} +wr.

4. Show that for any sets a, b,

(a) rank{a,b} = max(ranka,rankb)*,
(b) rank|Ja € ranka.




University of Helsinki

Department of Mathematics and Statistics
Introduction to Logic 1

Course Examination

March 7, 2017

1. Use resolution to derive p; from propositional formulas
Po, (po = p1), and (po — p1) = (p1 — p2).

2. Use natural deduction to derive =A from —=(A A B) and A — B.

3. Give a semantic proof of

(AAC) = (AA(CV B)).

4. (a) Explain what is meant by soundness of natural deduction.
(b) Show that the propositional formula —(A V B) is not derivable
from the propositional formulas A — B and —-(A A B).
5. (a) Explain what is meant by saying that a propositional formula is
a contingency.
(b) Is the propositional formula (py — p1) — (p1 — p2) a contin-
gency?

Notes, tables, or calculators are not allowed in the exam.




Helsingin yliopisto

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Johdatus logiikkaan 1

Kurssikoe

11.3.2016

Kokeessa ei saa kiyttdd laskimia eikd taulukkokirjoja.

1. Onko propositiolause (pa A po) — p1 propositiolauseen p, A (po — p1)
looginen seuraus vai ei? Perustele tarkasti.

2. Osoita resoluutiolla, ettd seuraava kokoelma klausuuleja on ristiriitai-
nen:

{{p07p1a _'p2}a {p07 _'pl)pZ}r {_‘PO;PI}, {pl,p2}1 {_'po)pQ}) {ﬁpl) _'p2}}'

3. Paéttele luonnollisella paattelylld lause B — —~(AVC') lauseista A — - B
ja C — —B.

4. Osoita, ettei luonnollisella piittelylld voida péitelld lausetta py — pr
lauseesta pp — (p1 V p2).

5. Anna semanttinen todistus lauseelle

(AV-B) = C) = ((A = C) A (-C — B)).

|



Helsingfors universitet

Institutionen fér matematik och statistik
Logik I

Kursforhor 2

8.5.2015

1. Lat L = {Pp, Ry} och 18t M = (M, PM, RY") vara en L-struktur dar

M ={0,1,2,3,4,5,6}, P = {0,2,4,6} och R}* = {(0,1),(2,3), (4,5)}.

Visa utgéende fran Tarskis sanningsdefinition att

M | -3z(Py(z) A FyRo(y, ©)).-

2. Harled med naturlig deduktion satsen
VzPy(z) — JyPi(y)
fran satsen IyVz(Py(z) — Pi(y)).
3. Ge ett semantiskt bevis for

—VzIyR(z,y) — JzVy—-R(z,y).

L&t lexikonet vara L = { Ry, co} och 18t M och M’ vara tva L-strukturer
vars universum ér dom(M) = dom(M’) = {1,2,3,4,5,6} och dir

Rg" ={(1,2),(4,3),(5,6)} och Ry" ={(3,2),(5,4),(1,6)}

samt

M _ M _
g =c =3

Ar M och M’ isomorfa? Motivera.




Helsingfors universitet

Institutionen f6r matematik och statistik
Logik I

Kursforhor 2

8.5.2015

1. Lat L = {P, Ro} och 1&t M = (M, PM, RM) vara en L-struktur dér
M ={0,1,2,3,4,5,6}, P" = {0,2,4,6} och R} = {(0,1),(2,3), (4,5)}.

Visa utgéende fran Tarskis sanningsdefinition att
M | ~3z(Po(z) A JyRo(y, 7).

2. Hérled med naturlig deduktion satsen
VzPo(z) — JyPi(y)
fran satsen dyVz(Py(z) — Pi(y)).

3. Ge ett semantiskt bevis for

—VzIyR(z,y) — FzVy-R(z,y).

4. L&t lexikonet vara L = { Ry, cp} och 18t M och M’ vara tva L-strukturer
vars universum ir dom(M) = dom(M’) = {1,2,3,4,5,6} och dér
Ry' ={(1,2),(4,3),(5:6)} och Ry" ={(3,2),(5,4),(16)}

VA lz 37 A A
samt
! =c(’)w = 3.

Ar M och M’ isomorfa? Motivera.




Helsingfors universitet

Institutionen for matematik och statistik
Logik I

Kursférhor 1

6.3.2015

1. Ge en satslogisk formel i disjunktiv normalform som &r satslogiskt ek-
vivalent med formeln ((py V p1) — —p2) A (—(p2 = 1) V —Do)-

2. Hérled med naturlig deduktion den satslogiska formeln B — C' fran
formlerna AV C och A — —B.

3. Ge ett semantiskt bevis for den satslogiska formeln

((AANB)VC)— ((A— B)Vv ).

4. Bevisa att det inte gar att hirleda den satslogiska formeln py A —p; fran
formeln p; — (po +» —p1) med naturlig deduktion.




Helsingfors universitet

Institutionen for matematik och statistik
Logik 1

Kursforhor 2, 2.5.2014

1. Harled med naturlig deduktion satsen
_i\VlﬂIovleo((Bb, .’L‘l)
fran satsen VzoIz,—Ro(zo, Z1).

2. Ge ett semantiskt bevis for satsen

V.’Eov.’ElRo(iEo, 931) — vzoRo(F(.’L‘o), 1‘0).

3. Lat L = {Ro} och M = (M, R}"), dir M = N = {0,1,2,...} och
RM = {(m,n) € N2 : n = 2m}. Visa utgéende direkt frdn Tarskis
sanningsdefinition att

M I= “EL’IZQV.’ElRo(IEo, :Bl).

4. Lat L = {Rg,c}, dir Ry &r en tvastillig relationssymbol och ¢ &r
en konstantsymbol. L&t M; = (Z,<,0) och My = (Z,<,1) (dvs.
dom(M;) = dom(M,) = Z, Ry"™ = R} = {(a,b) € Z? : a < b},
Mt =0 och M2 = 1). Ar M; och M, isomorfa? Motivera noggrant.




Helsingin yliopisto

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Logiikka 1

2. Kurssikoe 2.5.2014

1. Anna luonnollinen paattely lauseelle
—VzoVz Ro(zo, Z1)
lauseesta Yzo3zi—Ro(zo, T1).

2. Anna semanttinen todistus lauseelle

VzoVz1 Ro(zo, 1) — YxoRo(F(z0), Zo).

3. Olkoon L = {Rp} ja M = (M, R}"), missi M = N = {0,1,2,...} ja
R = {(m,n) € N?: n = 2m}. Osoita suoraan Tarksin totuusmari-
telmédn nojautuen, ettd

M '= _'E'.’EQVCI,'lRQ(.’L'o, .'171).

4. Olkoon L = {Ry,c}, missi Ry on kaksipaikkainen relaatiosymboli ja
¢ on vakiosymboli. Olkoot M; = (Z,<,0) ja My = (Z,<,1) (eli
dom(M;) = dom(M;) = Z, RY"™ = R} = {(a,b) € Z2 : a < b},
M1 =0 ja M2 = 1). Ovatko M; ja M, isomorfiset? Perustele tarkas-
ti.




Helsingfors universitet

Institutionen for matematik och statistik
Logik 1

Kursforhér 1, 28.2.2014

1. Ar den satslogiska formeln

((o V p1) = =p2) A (—(p2 = P1) A —po)
tautolog, kontradiktorisk eller kontingent?

2. Hérled formeln (A vV B) — C fran formeln (A — C) A (B — C) med
naturlig deduktion. '

3. Ge ett semantiskt bevis for formeln

(wAA-B)— (-(AV B)).
4. Gar det att harleda formeln

(po V p1) = P2

fran formeln
(Do — p2) V (p1 — p2)

med naturlig deduktion? Motivera.




Matematiikan ja tilastotieteen laitos

Logiikka I
Loppukoe/Huuskonen
9.8.2007

1.

3

Tutki totuustaulun avulla, onko propositiolause (pg — p1) — p1 pro-
positiolauseen py kanssa loogisesti ekvivalentti.

Osoita semanttisen puun avulla, ettd propositiolauseet (po — p1) — Po
ja po ovat loogisesti ekvivalentit.

Esitd formaali todistus (ns. "luonnollinen péittely”) seuraavalle:
{Vz1(=Po(z1) = Fo(z1))} + Po(eo)
(Vihje: Tilapdisesti oletuksesta = Py(cg) voi johtaa ristiriidan.)

Todista seuraava viite formaalin todistuksen (*luonnollisen paittelyn™)
olemassaolemattomuudesta.

{Vzo(Po(zo) V Pi(20))} I Yo Po(z0) V Vo Pi(20)
Perustele soveltamalla eheyslausetta asianmukaisesti.

Osoita, ettd seuraava pallomallien ominaisuus ei ole méériteltdva pre-
dikaattilogiikassa:

Mallin alkioiden lukumddrd on jaollinen luvulla 13.

(Oppikirjassa todistettuja viitteitd saa kdyttdd vapaasti hyvéksi.)




Matematiikan ja tilastotieteen osasto
Helsingin yliopisto

Kokeessa saa olla mukana vain kynit, kumi ja viivoitin.
Elektroniset laitteet ja taulukkokirja eivat ole sallittuja.

VEKTORIANALYYSI I
21.10.2019

0.1. Tehtévi. Olkoon f: R? — R,
f(.’l:): x_ji?a kun ('Tay)7£01
0, kun (z,y) =0.

Etsi funktion [ suuntaisderivaatat origossa 9,f(0,0) jokaiseen suun-
taan a = (ay.ay); kun ||a|| = 1. Osoita, etti f ei ole jatkuva origossa.

0.2. Tehtdva. (1) Etsi osittaisderivaatta df/0z, kun

(a) f(:II, y) = ;1;3y + eryz , (b) f(l',y) = .'L‘Siﬂ(l fyz) .

(2) Tutki, onko funktiolla
f:R* =R, f(z1,z5) = 73 + x5 — 61,1,
lokaaleja d&riarvopisteitd. Jos niitd on, niin etsi lokaalit dériarvot.
0.3. Tehtivi. Osoita, ettd kuvaus f : R — R3,
f(z1, T2, x3) = (z1 + sin(zq) + 73, cos(T1) + T3, T1T273)

on differentioituva.
Etsi (vektori)osittaisderivaatta 0, f.
Maarad kuvauksen f Jacobin matriisi.

0.4. Tehtava. Olkoon

(1) f:R?2 > R3, f(z) = (x1, 21T2, T2)

(2) 9:R* = R, g(z) = [|z]|?

(3) h:=gf:R? 5> R3.
Osoita, ettd h on differentioituva. Etsi derivaatta Dh(zo) pisteessd
Ig — (1, —1)




Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Kokeessa saa olla mukana vain kynit, kumi ja viivoitin.
Elektroniset laitteet ja taulukkokirja eivit ole sallittuja.
Tenttiaika on 3 tuntia 30 minuuttia.

VEKTORIANALYYSI I
11.4.2018

Kl Tehtivi. Olkoon f : R? — R,

L2
f($1,$2) = Ay l 2_.1’ kun (1'1,11:2)75 (010)1
B e o551
£(0,0) = 0.

Etsi funktion f suuntaisderivaatat (eli suunnatut derivaatat) origossa.

Osoita, ettd f ei ole jatkuva origossa.

%. Tehtivid. Olkoon A : R™ — R lineaarikuvaus. Osoita, etté
L A(zo) = Ae kaikilla zo € R" ja ||e]| = 1.

%8. Tehtévd. Olkoon f:R” 5> R,z ||z =22+ -+ 22, n > 2.
tsi funktion [ osittaisderivaatat pisteessd z ja funktion f gradientti

pisteessa x.

Perustele, miksi funktio f on differentioituva. Mikd on funktion f de-

rivaatta pisteessé 7

0/4./Teht%ivii. Olkoon f : R? = R, f(x1,%2) = 71 + x2. Etsi funktion
f gradientti. Piirré tasa-arvokiyra, joka kulkee origon kautta, ja piirrd

gradienttivektori pisteessa (—1,1).

/
0.5. Tehtéivi. Tutki, onko funktiolla f : R? — R, (z1,z3) > T}
lokaaleja ddriarvopisteita.

Date: 20180406/RHS.




Helsingin yliopisto, Matematiikan ja tilastotieteen osasto
Vektorianalyysi IT (M AT21020), syksy 2018
Kurssitentti, Ma 17.12.2018

Tentaattori: Ville Tengvall (ville.tengvall@helsinki.fi)

Vastaa kaikkiin kysymyksiin (kokeessa ei saa kayttaa laskinta)

1. Tarkastellaan reaaliarvoista funktiota f : R® — R,
flz)= 4acf — 8111y + 472 + 25 — 1173

(a) Maarits funktion f gradientti V f(x) pisteessd z € R3.

(b) Maérits funktion f kriittiset pisteet koko avaruudessa R3.
(c) Maéritd funktion f Hessen matriisi Hess(z) pisteessd z € R3.

(d) M4&éritd kohdassa (b) loytdmiesi kriittisten pisteiden laatu.
2. Tarkastellaan avaruuden R3 osajoukkoa

S={zeR®: |z| =1, z3 > 0}.

a) Osoita, ettd joukko S on avaruuden R3 siles, kaksiulotteinen graafipinta.

(a)
(b) Masritd pinnan S tangenttitaso 7, pisteessd a = (0, %, \%)
(c) Mairitd pinnan S normaalisuora N, pisteessi a = (0, %, %)

(d) Hahmottele joukot S, 7, ja N, kuvan avulla.

3. Olkoot
v:[0,1] = R%, () = (t—1,1)
ja
n:[0,vV2] > R%, nt) = (1,117
polkuja.

(a) Maérittele polkujen « ja n yhdistetty polku vV 7.
(b) Piirrd kuva polun v V 7 jéljesté.
(c) Laske funktion
[ RP =R, f(z1,22) = |2]
kayrdintegraali polun v V 7 suhteen.
4. Tarkastellaan yhtéloparia

sin(z +y) +cosu =1
sin(y + u) + cosv = 1.

(a) Osoita, ettd kyseiselld yhtaloparilla on pisteen a = (0,0,0,0) ympéristossa

muotoa
(z,y) = 9(u,v)
oleva jatkuvasti differentioituva ratkaisu.

(b) Méaritd (a)-kohdan kuvaukselle g lineaarikuvauksen Dg(0,0) matriisi.

(1p)
(2p)
(1p)
(2p)

(2p)
(1.5p)
(1.5p)
(1p)

(2p)
(1p)

(3p)

(4p)
(2p)




Vektorianalyysi II

Yleistentti (kokeen kesto 3h 30min), 24.05.2017
Taulokkokirjat ja laskimet eivét ole kokeessa sallittuja.

1. M3arits funktion
1
f(z,y) = 5z +ze’ +ye* —z—y, (z,9,2) € R,

kriittiset pisteet ja niiden laatu.
8dll

——

2. (a) Kerro Implisiittifunktiolauseen viite.

(b) Mésrita avaruuden R® pinnan z2 + 2zy + y% + 2% = 1 pisteeseen

- (2, —2, 1) piirretyn tangenttitason yhtalo.

3. (a) Kerro, mitd tarkoittaa jos sanotaan, ettd kuvaus f on lokaali dif-
feomorfismi pisteessd xo € R™.

- -

-~ (b) Onko kuvaus f: R® = R3, f(z,y,2) = (z + 2,e"1Y,e* %), lokaali
diffemorfismi pisteessi (0,0,0)7

7&\. Olkoon F : R® — R3, F(z1,72,23) =" (21 + Zo,T1 — T2, 23) ja v :
[0,27] — R3, v(t) = (cos(t),sin(¢), £3). Masrita

/F-d§.
y

5. Olkoon f: R® = R, f(z1,T2,73) = To + 3, ja v : [0,1] = R ~(¢) =
(0,2t%,t?). Laske integraali
/fds.
Y




Vektorianalyysi 11

Kurssikoe (kokeen kesto 2h 30min), 19.12.2016
Taulokkokirjat ja laskimet eivét ole kokeessa sallittuja.

Kokeessa on kolme tehtdvai, joista jokaisesta saa maksimissaan 16 pistetté.

1. (a) (6 pistettd) Selitd omin sanoin, miten kolmesti jatkuvasti derivoi-
tuvan funktion f toisen kertaluvun Taylor—kehitelms ja Hessen
matriisi D?f = (6% f/0z;0x;)7;, liittyvét toisiinsa.

N{) (10 pistettd) Maarita funktion
flay) =& VW, (2,y) € R,
kriittiset pisteet ja niiden laatu.

2. (a) (6 pistettd) Kerro Implisiittifunktiolauseen viite.
(b) (10 pistettd) Masritd avaruuden R? pinnan ze? + ye® + e = 0
pisteeseen (—1,0,0) piirretyn tangenttitason yhtilo.

3. (10 pistettd) Olkoon F(z,y) = (z? + y?, 2% — y?) tason vektori-
kenttii, ja y(t) = (cost,sint), 0 < ¢t < 2, positiivisesti suunistet-
tu yksikk6ympyréan kehé. Laske integraali

/F-dﬁ.
y

(b) (6 pistettd) Kerro luennoilla késitellyn Greenin kaavan vaittama.




VEKTORANALYS
2. kursprovet
15.12.2014 kI 13-15
1. Bestam konstanten A € R sa att vektorfaltet F' : R? — R2,
F(z,y) = (2z + ye*, 24¢°)
blir exakt. Bestam potentialen till vektorfaltet £ for detta virde pa konstanten A.
2. Lat D vara delméngden B(0,4)\ B(0,2) i planet, dir B(0, p) ar cirkelskivan med

radien p och origo som mittpunkt. (Fortydligande: ”\” avser komplementméngden.)
Berékna integralen

D
(Tips: poldra koordinater.)

3. Lat H : R? — R? vara vektorfiltet H(z,y) = (z%y?, ycosx). Berikna kurvinte-
gralen .

/ H - ds,

8D

av vektorfaltet H med hjélp av Greens formel, d& D =|0, 7[x]0, 1[C R?,

4. Lat Q C R3 vara ytan
Q:={(z,y,2)eR®: z2=2% 0<z <1, 0<y <2}

Integrera funktionen g : R® — R, g(z,y,2) = V1 + 4x2, dver ytan @Q, dvs. berikna
[l 9dS.




VEKTORANALYS 2014
1. KURSPROVET
20.10.2014

1. Ar det mojligt att definiera funktionens f : R?\ {(0,0)} — R virde f(0,0) si att
funktionen blir kontinuerlig i hela planet, da

3 2
Ytz
f(xuy) T 4x2+y2'

2. Vilka ar funktionens f : R? - R,
flz,y) =2* +zy +17,

storsta och minsta viarden pa randen av enhetskulan? (Tips. Du kan exempelvis tillimpa
metoden med Lagranges multiplikatorer i mingden A¢ = {(z,y) : 22 + 3% —1=0}.)

3. Definiera funktionerna h : R? — R? och g : R? — R? genom
h(z,y) = (e"1¥,6*7Y) |, g(z,y) = (¢* +y,—32).

Berikna derivatorna h'(z, y) och ¢'(z,y) i en godtycklig punkt (x,y) i planet. Ange formeln
for den sammansatta funktionen g o h. Berdkna derivatan av funktionen g o h i punkten

(1,1).
4. Bestim de lokala extremvirdespunkterna for foljande funktion f : R? — R,

f(z,y) = 23 — 9z + 49°.




MAT21005 Topologia TA
Kurssikoe 5.3.2020
Kesto: 2 t 30 min

Huom.: kurssikokeessa saa olla mukana A4-kokoinen yksipuoleinen kdsin-
kirjoitettu muistilappu!

1. Olkoon X = (0, 00) ja asetetaan
1 1
d(s,t) = ’E — ﬂ s,t € (0, 00).
(i) Nayta, ettd d on metriikka joukossa X.
(ii) Maarita joukon A = [1,00) lapimitta d(A) avaruudessa (X, d).

2. (teoriatehtava) Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Osoita:
i) jos V; on avaruuden X avoin joukko jokaisella 5 € J, niin yhdiste
(i) jos V; J J J y

UV

jeld

on avoin joukko,
(ii) jos V4 ja V; ovat avaruuden X avoimia joukkoja, niin leikkaus V3 NV,
on avoin joukko.

3. Olkoon f:R — R ja g : R — R jatkuvia kuvauksia. Maéritelladn kuvaus
h : R? — R? ehdolla

h(z,y) = (f(z),9(), (z,y) € R
Nayta, etta h on jatkuva kuvaus tason R? euklidisen metriikan | - |5 suhteen.
4. Tarkastellaan euklidista avaruutta (R3,|- |3) ja joukkoa
A={(z,y,2) eR*:z +y < z}.
(i) Néyta, ettd A on suljettu joukko.
(ii) Tutki, onko piste (0,0, 1) joukon A sisépiste.

(iii) Tutki, onko piste (0,0, 0) joukon A reunapiste.
Perustele tarkasti! Ns. alkukuvaehdosta saattaa olla hyotya.




HY / Matematiikan ja tilastotieteen osasto
Topologia Ia

Kurssikoe 7.3.2019

Sallitut apuvilineet: Ei apuvilineita.

Niissé tehtavissd euklidisella avaruudella R™ tarkoitetaan metristd avaruutta (R”, d), mis-
si n € N ja d on euklidinen metriikka

d((z1, 22, -, Zn), (Y1, Y2, -, Yn)) = (21 — ’yl)2 + (z2 — y2)2 + ot (2 — yn)2)1/2

kaikilla (z1,Z2,...,%n), (Y1,¥2,---,¥s) € R™.

tl.

t2.

t3.

t4.

(6p.) Olkoon ¢t €]0, 1] ja olkoon ||-||;: R? — [0, oo[ funktio, joka on méidritely kaavalla

I, y)ll = tlz| + (1 = 1)ly]

kaikilla (z,y) € R%. Osoita, etti ||-||, ou normi vektoriavaruudessa RZ2.

(6p.) Olkoon A = {(z,y,2) € R®: 2?2 + y® + 22 < 2, —1 <z < 1}. Osoita, ettd A on
euklidisen avaruuden R3 avoin joukko.

(6p.) Olkoon A = {(z,y) € R?: 2% + 42 < 1, z # 0}. Maiiritd joukon A sulkeuma A
euklidisessa avarundessa R2. Perustele vastaiiksesi.

(6p.) Olkoon raj([—1,1],R) = {f: [-1,1] = R | f on rajoitettu}. Pidetdin tunnettu-
na, ettd raj([—1, 1], R) on vektoriavaruus ja ettd funktio ||-||: raj([—1, 1], R) — [0, oo],
joka on madritelty kaavalla ||f|| = sup,ei_1,5]f(z)| kaikilla f € raj([-1,1],R), on
nori vektoriavaruudessa raj([—1, 1], R). Olkoou d normin ||-|| madragma wetriik-
ka avaruudessa raj([—1,1],R). Osoita, etta funktio ®: raj([—1,1],R) — R, joka on
maaritelty kaavalla

o(f) = inf f(z)

z€[—1,1]

kaikilla f € raj([—1,1],R), on jatkuva wmetrisestd avaruudesta (raj([—1,1],R),d)
euklidiseen avaruuteen R.




MAT21005 Topologi IA
Kursprov 26.10.2018
Tid: 2 t 30 min

1.(i) Lat (X,d) vara ett metriskt rum. Definiera begreppen dppen méingd
A C X och sluten méngd B C X.
(ii) Motivera pa basen av definitionen varfér méngden

A={(z,y) eR?*:0<2*+4* < 1}
ar varken &ppen eller sluten i R? férsedd med det euklidiska avstandet.

2. Lat (X, d) vara ett metriskt rum. Visa att d’ &r en metrik i X, d&

d(z,y)

ALY L yeX.
1+d(z,y) v

d,($7y) =

Tips: kunskapen att funktionen s + 7%= &r viixande i [0, 00) kan vara nyttig.

3. Visa att méangden
A={(z,y,2) eR®:z+y <z}
ar oppen i R3 forsedd med det euklidiska avstdndet.

4. Lat f : X — Y vara en avbildning, ddr X och Y &r metriska rum. Visa
att f dr kontinuerlig X — Y om och endast om foljande villkor géller: det

slutna hoéljet .
f1(B)c f71(B)

for varje mangd B C Y. Tips: urbildskriteriet fér kontinuitet med slutna
méngder kan anvindas.

KAANNA!




MAT21005 Topologi IA
Kurssikoe 26.10.2018
Kesto: 2 t 30 min

1.(i) Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Maarittele késitteet avoin joukko A C
X ja suljettu joukko B C X.
(ii) Perustele maéritelméan nojalla miksi joukko

A={(z,y) eR?*:0<®+4* <1}

ei ole avoin eiké suljettu avaruudessa R? varustettuna euklidisella metriikalla.

2. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Niyté, ettd d’ on metriikka avaruudessa

X, kun

d(z,y)

d 1 .
Y = T da gy

Vihje: tieto, ettd funktio s — 13 on kasvava joukossa [0,00) saattaa olla

hyd6dyllinen.

z,y € X.

3. Nayté, ettd joukko
A={(z,y,2) ER®:z+y < 2}
on avoin avaruudessa R3 varustettuna eukliéiisella metriikalla.

4. Olkoon f : X — Y kuvaus, missd X ja Y ovat metrisid avaruuksia. Nayt4,
ettd f on jatkuva X — Y jos ja vain jos seuraava ehto on voimassa: sulkeuma

f~Y(B) c f1(B)

jokaiselle joukolle B C Y. Vihje: jatkuvuuden alkukuvaehto suljettujen jouk-
kojen avulla on hy6dyllinen.

VAND!




MAT21005 Topologi IA
Kursprov 26.10.2018
Tid: 2 t 30 min

1.(i) Lat (X,d) vara ett metriskt rum. Definiera begreppen éppen mingd
A C X och sluten mingd B C X.
(ii) Motivera p& basen av definitionen varfér méngden

A={(z,y) eR?*:0<z* +y* < 1}
ar varken dppen eller sluten i R? forsedd med det euklidiska avstandet.

2. Lat (X, d) vara ett metriskt rum. Visa att d’ 4r en metrik i X, d&

d(z,y)

..o X.
Trdlz,y) Y€

d'(z,y) =
Tips: kunskapen att funktionen s +— 13- &r viixande i [0, 0o) kan vara nyttig.

3. Visa att méngden
A={(z,y,2) eR’:z+y <2}
ar 6ppen i R? forsedd med det euklidiska avstandet.

4. Lat f: X — Y vara en avbildning, dir X och Y #r metriska rum. Visa
att f ar kontinuerlig X — Y om och endast om f6ljande villkor giller: det

slutna holjet .

f(B) c f71(B)
for varje médngd B C Y. Tips: urbildskriteriet for kontinuitet med slutna
méngder kan anvindas.

KAANNA!




MAT21005 Topologi IA
Kurssikoe 26.10.2018
Kesto: 2 t 30 min

1.(i) Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Mérittele ksitteet avoin joukko A C

X ja suljettu joukko B C X.
(ii) Perustele méaritelmén nojalla miksi joukko

A={(z,y) eR?:0<z®+¢y* < 1}
ei ole avoin eikd suljettu avaruudessa R? varustettuna euklidisella metriikalla.

2. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Néyté, ettd d’ on metriikka avaruudessa
X, kun

d(z,y)
d(z,y) = —DY) gy e X.
(@9) 1+ d(z,y) Y
Vihje: tieto, ettd funktio s — 3= on kasvava joukossa [0, 00) saattaa olla

hydédyllinen.
3. Nayté, ettd joukko
A={(z,y,2) eR*:z+y <z}
on avoin avaruudessa R® varustettuna euklidisella metriikalla.

4. Olkoon f : X — Y kuvaus, missi X ja Y ovat metrisid avaruuksia. Nayta,
ettd f on jatkuva X — Y jos ja vain jos seuraava ehto on voimassa: sulkeuma

f-YB) ¢ f71(B)

jokaiselle joukolle B C Y. Vihje: jatkuvuuden alkukuvaehto suljettujen jouk-
kojen avulla on hyodyllinen.

VAND!




Topologi Ib

Kandidatprogrammet i matematiska vetenskaper
Kursférhor 20.12.2018

2h 30 min

1. Granska méngden
A={(z,y) eR*|1<z<y<4} CR%.

Bestam méangden int(A) av innerpunkter, och randen 0A i planet. Motivera ditt svar! I
planet R? anviinds den euklidiska metriken.

2. L&t f:[0,1] — R vara avbildningen
f(z) =¢€".
Ar f

(a) bilipschitz,
(b) en inbdddning?

Motivera.

3. Ge ett exempel pd en foljd avbildningar f, som konvergerar punktvis men inte
likformigt. Motivera noggrant.

4. L&t X och Y vara metriska rum och 18t X vara kompakt. Lat f: X — Y vara en
kontinuerlig avbildning och A C X. Visa att om A &r fullstindig s& dr fA kompakt.




INSTITUTIONEN FOR MATEMATIK OCH STATISTIK
Topologi I, 2015
Delprov 2, 5.5.2015

Uppgifterna ar ordnade enligt &mne. Man far ha med sig en handskriven "lunt-
lapp"(Tva handskrivna A4-papper).

1. Anta att X = R? utrustad med den vanliga metriken. Bestim inner-, ytter-
och randpunkterna till mangden

A= {(:El,IL‘z) €X|$1 + x9 < 7}.

Motivera kort dina svar.

2. Anta att X = R? utrustad med den vanliga metriken. Vi betraktar foljden
(zn), dar
1 1
2= (T4 5,42+ )
n n
for varje n = 1,2,.... Visa att f6ljden (z,) konvergerar och bestdm dess griins-
vérde.

3. Gor antingen uppgift (a) eller (b) (men inte bada).

(a) Vi betraktar ett metriskt rum (X, d) dir d(z,y) < 7 fér alla z,y € X.
Anta att funktionen f : X — X satisfierar villkoret d(f(z), f(v)) < qd(z,y),
fér ndgot ¢ € [0,1]. Anta att « € X &r en fixpunkt till funktionen f, dvs.
f(a) = a. Anta att 2o € X och betrakta foljden (z,,), dir 2,41 = f(z,) for alla
n=0,1,2,.... Visa att d(zn41,a) < 7¢"*! for allan=0,1,2,....

(b) Anta att X = R utrustad med den vanliga metriken. Vi betraktar f5ljden
(fn) dér funktionen f, : X — X &r definierad for allan = 1,2,... genom

:L.2

folz) = eyt

(i) Konvergerar foljden (f,) punktvis?
(i) Konvergerar foljden (f,) likformigt?

4. Gor antingen uppgift (a) eller (b) (men inte bada).

(a) Anta att (X,d) &r ett metriskt rum och X = {z1,...,z42}. Visa att
rummet (X, d) &r fullstindigt och kompaks.

(b) Anta att X = R? utrustad med den vanliga metriken. Lat

A={(z1,22) € X | |z2] < (21)%}.

Ar A sammanhingande? Detaljerad motivering!




INSTITUTIONEN FOR MATEMATIK OCH STATISTIK

Topologi 1, 2015
Kursprov I
3.3.2015

1. Antag, att (X,d) dr ett metriskt rum. Antag, att punkterna a och b
satisfierar villkoret d(a, b) < 3. Vi betecknar » = 3 — d(a, b). Antag, att punkten
z satisfievar villkoret d(z,b) < r. Visa, att d(a, z) < 3.

2. Antag, att (X, d) och (Y,d’) &r metriska rum och att mingderna X och

Y &r icke-tomma. Antag, att d dr {0, 1}-metriken. Antag, att fi X>Yiaren
funktion och a € X. Visa, att funktionen f &r kontinuerlig i punkten a.

3. Antag, att mingden av alla reella tal R & utrustad med den vanliga
metriken (d(z,y) = | — y|). Visa, att méiingden

A={z eR|e™ > 1+ sin(e)}

ar 6ppen.

4. Antag, att mingden av alla reella tal R ir utrustad med den vanliga
metrikan (d(z,y) = |z — y|). Bestim det slutna haljet till mingden

1
A={1-=|n=1
{1-~In=1,23_)

1




MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS
Topologia I, 2015

Kurssikoe 1
3.3.2015

1. Oletetaan, ettéd (X, d) on metrinen avaruus. Oletetaan, etts pisteet a
ja b toteuttavat ehdon d(a, b) < 3. Merkitdén r = 3 — d(a, b). Oletetaan, etté
piste z toteuttaa echdon d(z,b) < r. Osoita, ettd d(a,z) < 3.

2. Oletetaan, ettd (X, d) ja (Y,d') ovat metrisia avaruuksia ja ettd joukot
X ja'Y ovat epityhjid. Oletetaan, ettd d on {0, 1}-metriikka. Oletetaan, ettd
f:X — Y on funktio ja a € X. Osoita, ettd funktio f on jatkuva kohdassa
a.

3. Oletetaan, etté reaalilukujen joukko R on varustettu tavallisella met-
riikalla (d(z,y) = |z — y|). Osoita, ettd joukko

A={z € R|e™ > 1+ sin(e®)}
on avoin.

4. Oletetaan, ettd reaalilukujen joukko R on varustettu tavallisella met-
riikalla (d(z,y) = |z — y|). Méérité joukon

1
A={l1--|n=123,...
{ n|n )53) }

sulkeuma.




Topology I1
Exam December 21, 2023
Exam time 14.00-17.00

Problems

pl. Let X = R/Q be the quoetient space, where R has the standard Euclidean topology
and the quotient is given by equivalence relation ~ satisfying r ~ y if £ = y or
z,y € Q. Is the subset X \ {Q} of the space X separable in relative topology?
Justify your answer.

p2. Let X and Y be topological spaces, a € X, b € Y. Show that
C((a,b),X xY) C Cla,X) x C(b,Y),

where C(z, Z) is the z-component of Z for z € Z. Here X x Y is the product space
with product topology.

p3. Suppose (X;)ier is a family of topological spaces having the property that the product
space X = [;c; X; is locally compact. Show that there exists a finite set F C I
having the property that X; is compact for i € I\ F'.

p4. Let § = {0} x [~1,1]U {(z,sin(1/|z])) € R*: ¢ £ 0} C R? and H = {0} x [-1,1]U
{(z,sin(1/z)) e R*: > 0} C S. Is H a retract of S? Justify your answer.




Topology I1
Exam Tuesday October 24, 2023
Exam time 14.00-17.00

Problems

pl. Let X = {0} UN and let 7 = {0} U {{0} U A: A C N}.

(a) Show that 7 is a topology in X .
(b) Show that {0} is dense in (X,7).

p2. Let (X, 7Tx) and (Y, 7y) be topological spaces and let f: X — Y be an embedding.
Show that the topology 7 induced by f from Ty is Tx.

p3. Let ~ be the equivalence relation in R having equivalence classes Q and R\ Q, that
is, © ~ y if either {z,y} C Q or {z,y} C R\ Q. Show that every continuous map
f: R/~ — R is constant, where R/~ has the quotient topology.

p4. Let (X, 7x) be a topological space, where X = {0,1} and Tx = {0, {0}, X}. For
which j =1,...,4 the product space X x X is a T;-space? Justify your answer.




Matematiikan ja tilastotieteen osasto/HY
Differentiaaliyhtalot | MAT21012
Kurssitentti 5.3.2019 klo 12.00-14.30 Exactum

e Tentissa ei saa olla mukana laskinta, taulukkokirjaa tai kirjallista materiaalia
paitsi vksi A4-kokoinen sivu vapaasti valittavia muistiinpanoja, jossa max.
noin 60 rivia x 100 merkkié / rivi

Seuraavissa tehtavissd y on tuntematon, reaalimuuttujasta z riippuva funktio.

1. a) Esita differentiaaliyhtilon ¢’ + 2zy = 0 yleinen ratkaisu, ja ratkaise vastaava
alkuarvotehtava ehdolla y(0) = 4.
b) Samoin yhtélélle ¥ + 2zy = 3z ja alkuehdolle y(0) = 8.

2. Tarkastellaan yhtaloa
1
— sin(zy) + y cos(zy) + y'z cos(zy) = 0
T

alueessa {z > 0}. Yhtilo voidaan palauttaa eksaktiksi kertomalla se z:sta riippu-
valla integroivalla tekijalla. Ratkaise yhtalo.

3. Esita differentiaaliyhtilon
y// + 5 y= 1,2
yleinen ratkaisu.

4. Ratkaise yhtalo
y =y,

In the following problems y is an unknown function depending on the real variable
.

1. a) Write the general solution of the differential equation y’ + 2zy = 0, and solve
the corresponding initial value problem satisfying the condition y(0) = 4.
b) The same for the equation y’ + 2zy = 3z and the initial condition y(0) = 8.

2. Consider the equation

1
—sin(zy) + ycos(zy) + y'z cos(zy) = 0
I

in the domain {z > 0}. The equation can be made into an exact one by multiplying
it with an integrating factor depending on z. Solve the equation.

3. Write the general solution of the differential equation

y" + 5y = 22

4. Solve the equation
yl _ e2r—y2/y'




MAT?21012 Differentialekvationer 1
Kursprov 8.3.2018 (tid 2 h 30 min)

I kursprovet far ni ha med en ensidig handskriven minneslapp
med storlek AA4.

1. Sok alla losningar y = y(z) till f6ljande differentialekvationer:

(a) y¥=€e"7* (3p) -
< AL o -
b) ¥ -3y=z. (3p) / ’

-

2. Undersock om differentialekvationen 9 - { )
‘1 ( Lo
L (1 +ay)e + (1 %)y =0 <)
ar exakt i R? och sék dess 16sningar y = y(z) i implicit form.
3. So6k alla lésningar till differentialekvationen
n /
y —6y +9%y=z+ 1

Tips: det l6nar sig att soka en 16sning till differentialekvationen med hjalp
av metoden med obestdmda koefficienter.

4. Verifiera att y;(x) = z ar en 16sning till den linjara homogena differential-
ckvationen
2y’ — 2y’ +2y =0

i intervallet I = (0, 00). S6k med reducering av ordningen en annan 18sning
yo(z) = C(z)z sa att {y1,y2} bildar ett fundamentalsystem av losningar till
differentialekvationen.




HY / Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Differentiaaliyhtilét I (MAT21012)
Yleinen tentti 10.01.2018 (Tentin kesto on kolme ja puoli tuntia.)

Tentissa ei saa kiyttds laskimia eikd taulukkokirjoja.

Ratkaise seuraavat tehtavat 1, 2, 3 ja 4. Jokaisesta tehtiavista saa
enintddn 6 pistetta.

1. Ratkaise yhtélo

/

yt+y=z+1

2. Tarkastellaan yhtalod
(1) ye*™ + 1 + g’y = 0.

i) Naytd, ettd yhtdlo (1) on eksakti;
ii) Maarad yhtalon (1) ratkaisut implisiittisessd muodossa u(z,y) = C.

3. Ratkaise yhtalo
y' —y=uzx.

4. Tarkastellaan toisen kertaluvun differentiaaliyhtaloa
(2) ¥y -2y +y=0
i) Osoita, ettd funktio
v(r)=e
on yhtélon (2) ratkaisu,
ii) Mairittele mité tarkoittaa yhtdlon (2) ratkaisukanta;
ili) Etsi yhtédlon (2) ratkaisukanta.




HY / Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Differentiaaliyhtilot I, kevit 2017

Kurssikoe 7.3.2017 (Kokeen kesto on kaksi ja puoli tuntia.)

Kokeessa ei saa kayttad laskimia eikd taulukkokirjoja.
Ratkaise seuraavat tehtavat 1, 2, 3 ja 4. Jokaisesta tehtévéstd saa enintdédn 6 pistetta.

1. Miké on alkuarvo-ongelman
Yy =ysinz, y(0) = —1
ratkaisu y = y(z)?

2. Ratkaise differentiaaliyhtalo
y/ + 4y — 6—2:12‘

3. a) Onko differentiaaliyht&ld
v+ 2y — 2%y =0
eksakti jossain suorakaiteessa? (2 pistetté)

b) Ratkaise alkuarvo-ongelma
Y +2zy -2y =0, y(l)=1,
kun 0 < z < 2 (4 pistettd).
4. a) Mika on differentiaaliyhtélon
y' -y —2y=0

perusjarjestelma? (2 pistettd)
b) Ratkaise differentiaaliyhtld

y' —y — 2y = 12€*.

(4 pistetta)




Differentialekvationer I
Kursprov 24.2. 2014

Paminnelse: ni far ha med en ensidig minneslapp med storleken A4.

1. Sok alla losningar y = y(z) till differentialekvationen
v =y+y’
samt den 16sning som satisfierar initialvillkoret y(0) = 1.
2. Verifiera att differentialekvationen
14224+ 9% + 2zyy’ =0
ar exakt och bestdm de implicita l6sningarna y = y(z).
3. Bestam den allménna 16sningen y = y(z) till differentialekvationen
y/I _ 4y/ _|_4,y — e:c _ e——ft‘

Tips: s6k en 16sning till den icke-homogena ekvationen som har formen yo(z) =
Ae® + Be™® (metoden med obestimda koeflicienter).

4. Funktionen y;(z) = €® 16ser differentialekvationen

1 1
/1_2 - / 1 - =O
Y = 24y (L

pé intervallet (0, c0). S6k med sk. reducering av ordningen en annan lésning
ya2(z) = C(z)e”, s8 att {y1,y} bildar ett fundamentalsystem av 16sningar till
ovanstdende homogena differentialekvation.




Matematiikan ja tilastotieteen osasto/HY
MAT?21012 Differentiaaliyhtalot 1
Tentti 3.3. klo 12.00-14.30 Exactum

Tentissa ei saa olla mukana laskinta, taulukkokirjaa tai kirjallista materiaalia paitsi
yksi A4-kokoinen sivu vapaasti valittavia muistiinpanoja, jossa max. noin 60 rivia
x 100 merkkia / rivi -

Seuraavassa y on tuntematon, reaalimuuttujasta x riippuva funktio.
1. a) (4 pist.) Ratkaise seuraava separoituva differentiaaliyht&ls:
y + 62° — 3z%y = 0. (1)

b) (2 pist.) Ratkaise yhtéloon (1) liittyva alkuarvoprobleema alkuehdolla y(0) = 3.
2. Esita seuraavan differentiaaliyhtalon yleinen ratkaisu:

o' — 4y = 322
3. Ratkaise Bernoullin yhtalo

y' =4y — dxy’.
4. Tarkastellaan yhtaloa

zy— 1+ (z* —2y)y =0

alueessa {r > 0}. Yhtdlo voidaan palauttaa eksaktiksi kertomalla se z:sté riippu-
valla integroivalla tekijalla. Ratkaise yhtalo.

In the following problems y is an unknown function depending on the real variable
x.

1. a) (4 points.) Solve the following separable differential equation:
Y + 6% — 3z%y = 0. (1)

b) (2 points.) Solve the initial value problem connected to the equation (1) with the
initial condition y(0) = 3.

2. Write the general solution of the following differential equation:
y' — 4y = 32°.
3. Solve the Bernoulli equation

Y = 4y — 4z’

4. Consider the equation
zy—1+(x* —z2y)y =0

in the domain {z > 0}. This equation can be made into an exact one by multiplying
it by a factor depending on z. Solve the equation.




MAT21013 Differentialekvationer IT
Kursprov 11.5.2018 (tid: 2 h 30 min)

I kursprovet far ni ha med en ensidig handskriven minneslapp med
storlek A4.

1. Undersék om vektorfunktionerna ¢ — {Z;(¢), To(t)} bildar ett fundamen-
talsystem av losningar till det linjdra differentialekvationssystemet

E’(t):((l) _f/t>f(t), t € (0, 00),

da 7, (t) = (=1,1/t)T och Ty(t) = (e, 0)T for ¢ € (0, 00).

2. Sok alla lésningar till det homogena linjira differentialekvationssystemet

med valfri metod.

3. Sok alla lésningar (z1(t), z2(t)) till det icke-homogena linjéra differential-
ekvationssystemet

’L'll (t) = ’El(t) + .’132(t) + 63t

Ty(t) = 2m2(t) — €*
med valfri metod. Tips: vid matrismetoden l6nar det sig att séka en 16sning
t > To(t) = e3a till det icke-homogena systemet, diir @ = (a;,a,)T € R? ar

en okand vektor.

4. Visa att (0, 0) dr den enda kritiska punkten till det autonoma DE-systemet

£(t) = —=z(t) + z(t)y(t) + y(t)
y(t) = z(t) — =()y(t) — 2y(¢),

samt bestdm dess typ (stabil eller instabil) pa basen av en linjérisering och
Poincarés stabilitetssats.




HY / Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Differentiaaliyhtilét 11, keviat 2017

Kurssikoe 9.5.2017
Kokeen kesto on kaksi ja puoli tuntia (2h 30min).
Kokeessa EI SAA KAYTTAA LASKIMIA eiké taulukkokirjoja.
Ratkaise seuraavat tehtévéit 1, 2, 3 ja 4.
1. a) Etsi perusjirjestelméd systeemille
ORE
-6 _1-

c) Ratkaise

X0 =g ] x0+ oo

d) Onko autonomisen systeeminen

4 1
x)= g =0
kriittinen piste (0,0) stabiili vai epéstabiili?

2. Tutkitaan autonomista systeemia

{x’(t) = (a(t) — 4)(1 ~ y(1))
y'(t) = (z(t) + 1)(z(t) — 4)
a) Mitkéd ovat systeemin kriittiset pisteet?
b) Mitka ovat systeemin radat?

)
)

C

d

Luonnostele piirtamalla systeemin aikakehitys/virtauskuvio.

Etsi systeemin linearisointi kriittisissa pisteissd. Mitd voit nyt
paatella kriittisten pisteiden laadusta Poincarén stabiilisuuslau-
seesta?

3. Ratkaise

<= |7, 3=

4. Tutkitaan differentiaaliyhtiloa
Y (z) = f(=z,y(z)),
missa
e f:R? = R on jatkuva funktio,
e (2, y) on olemassa ja |2 (z,y)| < 10 kaikilla (z,y) € R?,
8y Oy
e f(t,t)=1,tecR.

Onko olemassa sellaista ratkaisua y;(z), jolla y;(0) = 0 ja y ei ole kolmesti derivoi-

tuva nollassa (eli y{’(0) ei ole olemassa)? Perustele vastauksesi.

(2 pistetta)

(1 piste)

(2 pistetta)

(1 piste)

(2 pistettd)
(2 pistetta)
(2 pistetta)

(2 pistetta)

(4 pistetta)

(7 pistettd)




Differentialekvationer 11
Kursprov 28.4. 2014

Obs. [ kursprovet far ni ha med en ensidig minneslapp av storlek A4.
1. Sok alla l6sningar y = y(z) till differentialekvationen

' +y' +y+y=0
med hjilp av forsoket y(z) = €™, dér r #r en konstant.

2. Undersdk om vektorfunktionerna {z'(t),Z%(¢)} bildar ett fundamentalsys-
tem av losningar till differentialekvationssystemet

E’(t)z( 0 %)T(t)

t2
pa intervallet (0, 00), dir Z'(¢) = (¢, 1)T, Z%(¢) = (¢2, 2t)T.
3. S6k alla losningar till det linjira differentialekvationssystemet

zy(t) = z1(t)
z3(t) = z1(t) + 224(t) + 3z3(t).

4. Sok alla l6sningar till det icke-homogena systemet

) (t) = z1(t) + 2z4(t) + €




MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN OSASTO
MAT?21007 Mitta ja integraali

Kurssikoe 7.5.2019

Koeaikaa: 2 t 30 min.

Valitse ja ratkaise 4 (neljd) tehtavid viidest.

1.(i) Maarittele kasitteet Lebesgue mitallinen joukko A C R? seké d-ulotteinen
Lebesguen mitta (ulkomittaa ei tarvitse maaritelld).

(ii) Olkoon A C R? osajoukko ja &€ > 0 mielivaltainen. Niyta, ettd on
olemassa sellainen avoin joukko G, ettd A C G ja

my(G) < my(A) +e.

2. Olkoot A, B C R¢ sellaisia Lebesgue mitallisia joukkoja, etté d-ulotteinen
Lebesguen mitta mgy(A N B) < oo. Néayta, etta

md(A U B) = md(A) + md(B) — md(A N B)

3. Olkoon f : E — [0, 00) mitallinen kuvaus, missi E C R on mitallinen
joukko jolle my(E) < oo. Maéritellidn Ey = {z € E : 0 < f(z) < 1} kun
k € N. Nayta, ettd Ej on mitallinen joukko kaikilla &, ja

lim md(Ek) = 0.

k—o0
Muistutus: mittojen konvergenssilauseet.

4. Olkoon E C R%ja f; : E — [0, 00] jono mitallisia kuvauksia, missé j € N.
(i) Esitd monotonisen konvergenssin lause (MKL) oletuksineen (lausetta
ei tarvitse todistaa).
(ii) Esitd Fatoun lemma oletuksineen ja todista se monotonisen konver-
genssin lauseen avulla.

5. Laske raja-arvo

Jos kdytat jotakin konvergenssilausetta, niin perustele miksi lauseen oletuk-
set ovat voimassa!

Ezam questions in English: please turn the page!




DEPARTMENT OF MATHEMATICS AND STATISTICS
MAT21007 Mitta ja integraali (Measure and integral)
Course exam 7.5.2019

Time: 2 h 30 min.

Select and solve 4 (four) problems out of five.

1.(i) Define the concepts Lebesgue measurable set A C R? and d-dimensional
Lebesgue measure (you do not need to define the outer measure).

(ii) Let A C R? be a subset and € > 0 arbitrary. Show that there is an
open set G, such that A C G and

my(G) < my(A) +e.

2 Let A, B C R? be Lebesgue measurable sets such that the d-dimensional
Lebesgue measure mg(A N B) < 0o. Show that

md(A U B) = md(A) + md(B) — md(A N B)

3. Let f : E — [0,00) be a measurable mapping, where E C R? is a mea-
surable set for which my(E) < co. Define Ex = {z € E: 0 < f(z) < 4} for
k € N. Show that F; is a measurable set for all k and that

lim md(E'k) =0.

k—o00

Reminder: convergence theorems for measures.

4. Let E Cc R? and f; : E — [0,00] be a sequence of measurable mappings,
where 7 € N.

(i) State the monotone convergence theorem (MCT) including the as-
sumptions (do not prove the MCT).

(ii) State Fatou’s lemma including the assumptions and prove this result
with the help of the monotone convergence theorem.

5. Compute the limit
oo e~ % cos(f
lim H("l dz.
k—oo J1 1 4+ f

If you use some convergence theorems, please verify that their assumptions
are satisfied.

Tehtdvdt suomeksi: kdadnnd sivu!




Mitta ja Integraali
Kesi 2015
Loppukoe

"I haven’'t failed. I just found 10 000 ways that won’t work.”

-Thomas Edison

Tehtévd 1 (6p) Osoita ulkomitan mddritelmid kiytiden, ettd rationaaliluku-
joukon Q ulkomitta on nolla: m3i(Q) = 0.

Tehtdvd 2 (3+3p) (a) Osoita, etti jos mi(E) = 0, nitn E C R™ on my-
mitallinen.

(b) Olkoon joukko E C R™ mitallinen ja joukko A C R™ sellainen, ettd
EnNA=0. Osoita Caratheodoryn ehdon avulla, ettd

ma(E U A) = mn(E) +mp,(A). (1)

Tehtéivid 3 (34-3p) (a) Olkoon f : R = R, f(z) = = kun z € Q ja f(z) = z?
kun x € R\ Q. Osoita, ettd funktio f on mitallinen.

(b) Olkoon funktio g : R — R mitallinen ja funktio h : R — R sellainen, ettd
h(z) = g(z) melkein kaikilla x. Osoita, ettd myds h on mitallinen.

Tehtidvd 4 (6p) Laske raja-arvo

k ka?
. L4-g="®
lim ——dz.

k—oco 1 .1'2

(Perustele mahdollisen konvergenssilauseen oikeutus. Huomaa: flk = Xi1.k)-)




HU / Avdelningen fér ekonomi

YET034b Matematik 2

Kursprov 14.11.2023 kl. 10:00-12:00

Pa baksidan av provet finns en formelsamling. Anvindning av andra hjilpmedel
(tabelbocker, riknare) i provet &r inte tillatet.

Kom ihag att motivera dina svar!

1. Derivera.

(a) f(z)=3z—2°+2 (b) g(z) = ln% (c) h(z) = (z° + 2z — 1)e”
(d) P(Q)=3Q(Q —2) (e)a(s)=—-95>+8s+7 (f) q(t) = %

2. En funktion har uttrycket
p(z) = (% + 7 — 1)e°

Bestiam

(a) derivatafunktionen,
(b) de lokala extremstéllen och deras karaktir samt

(c) ekvationen for tangenten till funktionen p i punkten z = 1.

3. Enligt bokforingen i ett varuhus séljer man 480 chokladaskar per vecka, nir
priset dr 4 euro per ask. Dessutom har man observerat att férsiljningen mins-
kar med 15 askar per vecka for varje 2 euro som priset per ask hojs. Vilket ska
styckepriset pa chokladaskarna vara for att inkomsterna fran forsiljningen av
askarna ska vara sa stor som mojligt? Hur manga chokladaskar siljer man da

under en vecka?
4. Lat f :R? - R och
3 3 9
flz,y) =z° — Y + 3zy — 3y + 17.
(a) Bestam gradienten

0
(b) Bestdm de kritiska punkterna till funktionen f, alltsa 16s V f(z,y) = [0} .

(c) Ivilken riktning fran punkten (1, 1) vixer funktionen mest? Vad r tillvixthastigheten
i den riktningen? (Tips: Vad anger |V f(z,y)|?)




Formelsamling

Losningsformeln for andragradsekvationen az? + bz +c¢ =0

_ —b+Vb? —dac
n 2a

Deriveringsregler

D(f + g)(z) = f'(z) + ¢'(z)
D(fg)(z) = f'(z)g(z) + f(z)g'(z)
Y gy = £(@)9() = [(z)g'(x)
b (g) (=) (9(x))’ "
Df(g(z)) = f'(g9(2))d (z)

om g(z) # 0

Elasticitet

EL f(z) =

Grundformeln fér rinterikning

K:A(l+%)n

Geometrisk serie

= a
Zaqk_lz , om —1<g<1
k=1
Enpunktsformeln och riktningskoeflicienten for rita linjer
Ay yi—w
—yo = k(z —: h k=——*2=""
Y — % = k(z — o) oc AT Gt

Normen (lingden) av en vektor

y

SNCETY




HU / Avdelningen fér ekonomi

YET034a Matematik 1

Kursprov 3.10.2023 kl. 10:00-12:00

Anvindning av hjdlpmedel (tabelbécker, rdknare) i provet dr inte tillatet.

Kom ihag att motivera dina svar!

1. Hyfsa.
2 1 5 15 3t 497 1
(a) § 371 (b) 29 i (¢) R -3)
a® — 2ab + b? 4 4 Larty  w—3y
(d) e (¢) —5°+(-5) () ——- y

2. Du hyr en ligenhet pa 32 m? med ménadshyran 760 € i Helsingfors.
(a) Vad &r hyran per kvadratmeter? Ange svaret med tva gallande siffrors
noggrannhet.

(b) Folkpensionsanstalten beviljar dig allmént bostadsbidrag, som ar 80 %
av din hyra. Hur stort &r bidraget?

(c) Ditt bidrag séinks, sa att det nu ar 70 % av din hyra. Med hur manga
procent minskade ditt bidrag?

3. Los.

(a) 4z +10=7+5z (b)42®* -2z -10= —224+32+20 (c)z’ —-z—-6>0

4. Vi undersoker utbud och efterfragan av bananer. Lat @) vara mangden av
bananer i kilogram, S funktionen som anger kilopriset fér bananer baserat
pa @ och D funktionen som anger kilopriset konsumenter ar redo att betala
baserat pa (). Hér ar S utbudet av bananer medan @ ar efterfragan av bananer.
Vi antar att dessa funktioner &ar linjéra och vi vet att S(25) = 1, D(26) = 4,
D(46) = 1,5 och S(76) = 4.

(a) Bilda uttrycken for funktionerna S och @ med hjalp av variabeln Q.
(b) Nér nas marknadsjamvikten? Alltsa nar géller S(Q) = D(Q)?

(c) Rita en bild Gver situationen.




Formler

D
® Ty =I (1+1—0'(—))

—b 4 /b2 —4ac
- 2a

e T

® y—yo=k(z— o)

o k— Y2—U
Ig — Tt




Reaalianalyysi I / Hyt6nen
Erilliskoe 3 h 30 min — 18.5.2016

Ratkaise vapaavalintaiset neljd (4) tehtivii seuraavista. Varoitus: Jos palautat liian
monta ratkaisua, tarkastaja jittda mielivaltaisesti jonkin ylimé&#rdisen niistd kokonaan arvostele-
matta — ei valttAmattd heikointal

1.

Olkoon Bor R™ avaruuden R™ Borelin o-algebra, ja Leb R™ kaikkien mitallisten joukkojen o-
algebra. Perustele, ettd Bor R? # LebR?. Saat kiiyttis muita kurssilla todistettuja tuloksia
ilman todistusta.

. Olkoon p € [1,00), f € LP(R™), ja merkitdén 7, f(z) := f(z + h), kun z, h € R™. Osoita,

etta
li — fll, =0.
lim f|mf — fll, = 0

Saat vedota haluamaasi tiheystulokseen, kunhan mainitset sen tdsmaéllisesti.

. Joukkoa E' C R"™ sanotaan huokoiseksi, jos on olemassa sellainen vakio o > 0, ettd jokainen

kuula B{z,r) C R™ (missd siis £ € R™ ja v > 0 ovat mielivaltaisia) sisilté8 pienemméan
kuulan B(y,ar) C B(z,7) \ E.

Osoita, ettd mitallisen ja huokoisen joukon mitta on nolla. (Mieti tiheyspisteita.)

. Olkoon f : [a,b] — R rajoitetusti heilahteleva funktio. Tarkastellaan joukkoa

Er :={z € (a,b) : f'(z) on olemassa ja |f'(z)| > k}.

Osoita, ettd taméan joukon ulkomitta toteuttaa

m* (Ek) < %Vf(a, b).

. Madritelldan

- :vcos(%), T #0,
f@y_{m z=0.

Selvitd perustellen, milld parametrin & > 0 arvoilla funktio |f|® on absoluuttisesti jatkuva
valilla [0, 1].

English version on the other side.




Real analysis I / Hyt6nen
Exam 3 h 30 min — 18.5.2016

Solve four (4) problems of your own choice among the following. Warning: If you
return too many solutions, one of them will not be graded, and not necessarily the weakest one!

1.

Let BorR™ be the Borel o-algebra of R™, and LebR"™ the o-algebra of all measurable sets.
Show that Bor R? # LebR2. You can use other results proved in the course without proving
them.

. Let p € [1,00), f € LP(R™), and denote 7, f(z) := f(z + h), when z, h € R™. Prove that

lim lmnf — fllp = 0.

You may use a density result, if you like, as long as you explain, which result you use.

. A set E C R" is called porous, if there is a constant a > 0, such that every ball B(z,7) C R™

(where both z € R™ and r > 0 are arbitrary) contains a smaller ball B(y,ar) C B(z,r)\ E.

Prove that every measurable porous set has measure zero. (Think of points of density.)

. Let f: [a,b] = R be a function of bounded variation. Consider the set

Ej = {z € (a,b) : f'(z) exists, and |f'(z)| > k}.
Show that the outer measure of this set satisfies
1
m*(Fe) < £ Vi(a,b).
Define the function

__J=zcos(2), z#0,
fla) = {0, z=0.

Find and explain the range of the parameter a > 0 for which the function |f| is absolutely
continuous on the interval [0, 1].

Suomeksi kddntopuolella.




Department of Mathematics and Statistics
University of Helsinki

Exam on

COMPLEX ANALYSIS I
6.5.2019

Only pencils, erasers, and rulers are allowed.
No electronic devices or formula booklets are permitted.
You have 3 hours to complete the exam.

0.1. Problem. Determine whether the following functions are analytic.
(a) f(z) = zRez.
(b)

z—2019°
0.2. Problem. Let f be an analytic function in the whole complex

plane. If there exists M > 0 such that |f(z)| > M for all z € C, show
that f is constant in the whole complex plane.

9(z) =

0.3. Problem. Let 21,2, € C and r > 0 be given such that
|21] < 7 < |2of.

If 0 = 5v is a cycle where v : [0,27] — C,~(t) = rexp(it), evaluate
the integral

0.4. Problem. Show that

®1—coszx
=
0 T 2




MAST31002 Functional analysis Second partial exam (2,5 h) 19.12.2022

Please include your name and student number on your answer sheets. In addition to
standard writing equipment, you are allowed to bring in and consult one handwritten two-sided
A4 sheet of personal notes during the exam.

Problem 1

As proven during the lectures, the Hilbert space L%([0,27]) has a Hilbert basis (ex)zez where
ex(z) := \/%e“” for z € [0,27], k € Z. Suppose f € L?([0,27]) and denote its scalar product
with e by ¢ := (f|ex) €C, k € Z.

(Grading: To get the maximum points from the questions in this Problem, it is enough to
state the correct answer, you do not need to justify it. Maximum 2 points from each of the items.)

(a) Express || f|| using only the numbers ¢, k € Z.

(b) By general Hilbert space theory, we can approximate f arbitrarily well by finite linear
combinations which involve only cx and er. Write down this approximation explicitly,
including in which sense the “error” goes to zero.

(c) What does the previous result imply about the convergence of Fourier series of f? Can you
conclude that the series then converges at every point z € [0, 27]?

Problem 2

Let E be a Banach space, let I = idg denote the identity operator on E, and suppose T' € L(E).

(a) What is the Neumann series of T', under which standard condition on ||T|| is it convergent,
and which operator does it then converge to? (You do not need to prove your answer.)
(2 points)
(b) Assume that the convergence condition in (a) is satisfied and show that then
|72

-1 .
I-T)" -I-T| < T\ (4 points)

Problem 3

(a) What is the dual space E* of a normed space E? How is the canonical bilinear form (z,y*)
for z € E, y* € E* defined? (2 points)

(b) Suppose 1 < p < oo. During the lectures it was proven that then (¢2)* = ¢9 for some real
parameter g. Which ¢, and what does “=” mean here? (I point)

(c) As above, suppose E = P and 1 < p < co. Prove that the rule

(Tz)p = Zpy1,n €N,

defines a bounded linear operator T : E — E. Construct a bounded linear map S : E* — E*
such that

(a:,Sy*) = <T(E,y*>,

for all x € E and y* € E*. (8 points. Hint: You can try first solving the problem in the
case p = 2 using the Fréchet—Riesz theorem.)

Problem 4

(a) Write down the assumptions and statement of the closed graph theorem. (2 points)

(b) Suppose H is a Hilbert space, with an inner product (- |-), and T': H — H is a linear map.
Assume that (T'z |y) = (z|Ty) for all z,y € H. Show that T is a bounded operator.
(4 points. Hint: Closed graph theorem.)




MAST31002 Functional analysis First partial exam (2,5 h) 24.10.2022

Please include your name and student number on your answer sheets. In addition to
standard writing equipment, you are allowed to bring in and consult one handwritten two-sided
A4 sheet of personal notes during the exam.

General advice: Even for a maximal grade, you do not need to be able to answer all of the
items below correctly. If an item looks tricky, it is better to jump over it and, time allowing,
return to it later.

Problem 1

The following five standard sequence and function spaces have been introduced during the course
RY, 01, ¢, L*RY), L®°(R?).

(a) From the above list, select all Banach spaces and give in detail the definition of the space
and of its norm. (You do not need to justify your answer.)

(b) From the above list, select all Hilbert spaces and give in detail the definition of the space
and of its inner product. (You do not need to justify your answer.)

(Grading: in total 6 points from the two items.)

Problem 2

(a) Consider the vector spaces P, £7 consisting of real-valued sequences, for some p, ¢ satisfying
1 < p,q < oo. Suppose f € P and g € ¢9. Write down the assumptions and the statement
of the Holder’s inequality relevant to f and g. (2 points)

(b) Let 1 <p < p' < oco. Show that for all z = (z,,) € £° we have also = € ¢/ and

|zl < llzllp - (4 points)

Problem 3

Consider the complex function space

Co(Ry) = {f Ry —»C ‘ f continuous and Ilggo f(z) = O} ,
where Ry := [0,00[ = {z € R|z > 0}.
(a) Show that Co(Ry) € BC(Ry) :={f : Ry — C| f continuous and bounded}. (8 points)
(b) It was proven during the lectures that BC(R.) is a Banach space under the sup-norm,
[flloo := supgsq|f(z)|. Show that also Cp(R.) is a Banach space under the sup-norm.
(8 points)

Problem 4

(a) Write down the assumptions and statement of the Banach fixed point theorem. (2 points)
(b) Show that there is exactly one function fo € Cy(R4) for which |fo(z)| < 1 for all = and

L ! /()ooe_yfo(yfv)fo(ym2)dy, 220, (4 points)

fo(z) = Jire 1




FUNCTIONAL ANALYSIS /__FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI
EXAM 2, Dec. 16th, 2019/ VALIKOE 2, 16.12. 2019

Answers may be written in English, Finnish or Swedish

Kaikissa tehtdvissi voit olettaa, ettd kerroinkunta on reaalilukujen joukko.
1. Onko seuraava bilineaarinen kuvaus koersiivinen ¢* x £2 — R:

oC 1 [0.0]
R:(z,y)— ; TkYe + ; TkYkt1s

missd @ = (z4)5, € 2,y = (y)i2, € £ 7

2. Esita jokin esimerkki kahdesta jatkuvasta lineaarisesta operaattorista S : X —
X ja T : X — X Banach-avaruudessa X. jotka eivat kommutoi, toisin sanoen
ST # TS. Banach-avaruuden on oltava daretonulotteinen, mutta muuten voit valita
esimerkin vapaasti.

3. Esité lyhyt perustelu sille, ettd avaruus C(0,1) varustettuna L'-normilla

1l = / @)t

ei voi olla taydellinen. (Kaytéd hyvéaksi luennoilla esitettyja tuloksia. Voit olettaa
esim. tunnetuksi, etta || - ||; ja sup-normi eivit ole ekvivalentteja.)

4. Maaritteleeko

a) jono (1,1,1,...) avaruuden £* duaalin cleion7

b) funktio f(t) = 1/1/]t] avaruuden I7(—1.1), 1 < p < oo, duaalin alkion,

kyseisten avaruuk31e_n tavanomaisen duaahparln mielessa?

koo ok ok ok ok ok ok kR Rk Kook ko ok ok ko sk ko ok ok ok kR KSR KKK K KO KRR KRR ok K
In all problems you may assume that the scalar field is the set of real numbers.

1. Is the following bilinear mapping coercive ¢ x £2 — R:

o 1 oo}
R: (z,y)— Zl?kyk +1 Zl‘kykﬂ,
k=1 k=1

where 7 = (74)5%, € %,y = (ye)o, € 7

2. Give an example of two continuous non-commuting linear operators S : X — X
and T : X — X in the Banach space X, in other words, operators with ST #
TS. The Banach space must be infinite dimensional, otherwise you can choose the
example as you wish.

3. Write a short argument for the fact that the space C(0,1) endowed with the

Ll-norm
1
1= . d
11 / FO))t

cannot be complete. (You should use the results presented on the lectures. You can
for ecxample use that || - - ||, and the sup-norm arc not equivalent.)

4. Does

a) the sequence (1,1.1....) define an element of the dual of ¢2,
b) the function f(t) = 1/\/7 define an element of the dual of LP(—1,1), 1 < p < o0,
with respect to the usual dual pairings?




FUNCTIONAL ANALYSIS 13.5.2016
EXAM / KURSSIKOE 2 h 30 min A111

1. Olkoon f : R — R funktio, joka on 27-periodinen sek# 2 kertaa jatkuvasti
derivoituva (joten esim. f(0) = f(2n) ja sama derivaatoille). Osoita, ettd f:n
Fourier-kertoimille f(m), m € Z, pitee 1f(m)] < C(1 + |m|)~? kaikilla m, missi
positiivinen vakio C' ei riipu m:sta.
2. Onko bilineaaarimuoto
2
Bilf,0) [ 1) -a)ds

0
jatkuva (=rajoitettu) tai koersiivinen avaruudessa 12(0,2) ?
3. Suppeneeko seuraava jono (75,)52 | jatkuvia lineaarisia operaattoreita, T;, : C(—1,1) —
C(—1,1) a) pisteittéin, b) operaattorinormin mielessé, kun
Tof(t) =tf(1/n) missd f € C(—1,1) jat € [~1,1] on muuttuja.

4. Olkoon 1 < p < o0, 1/p+1/g=1jaa = (27"), € £9. Esitd, miten alkio a
maarittelee avaruuden (P duaalin alkion. Laske a:n normi avaruudessa (¢7)*. (Kayta
luennoilla esitettyja tuloksia ¢P-avaruuksien duaalista.)
KRR KRR R KRR R Ko K o R ok ok

1. Let f: R — R be a function, which is 2m-periodic and 2 times continuously
differentiable (hence e.g. f(0) = f(27) and the same for the derivatives). Prove
that the Fourier-coefficients f(m), m € Z, of f satisfy | f(m)| < C(14 |m])~2 for all
m, where the positive constant C' does not depend on m.

2. Is the following bilinear form continuous (=bounded) or coercive in the space

L%(0,2),
2

B (f) - [ fg@-ads 7
0
3. Does the following sequence (7;,)52, of continuous linear operators T, : C(—1,1) —
C(—1,1) converge a) pointwise b) in operator norm, when
T.f(t) =tf(1/n) where f € C(—1,1) and t € [~1, 1] is a variable.

4. Let 1 <p < oo, 1/p+1/g=1and a= (27", € ¢4 How does the element
a define an element of the dual of # ? Calculate the norm of a in the space (£°)*.
(Use the results on the dual space of 7 which were presented on the lectures.)




FUNCTIONAL ANALYSIS - KURSSIKOE 1/EXAM 1-11.3.16 klo/at 12.15-14.45

L. Suppenevatko seuraavat jonot (f,)s, Banach-avaruudessa C(0, 1) (yksikkévilin
[0, 1] jatkuvat funktiot, sup-normi; ¢ € [0, 1] on muuttuja):
1 1 1
all) =-—F——, Db t)=——F—71. n(t) =
) B0 = e B RO= T 9 A0=
2. Tarkastellaan Hilbert-avaruuden ¢2 alkioita.
111111
=(1,0,0,0,... =(1,1,=, ==, =, =, =...
@=10.00..), B=Uls g )

eli & on jono, jonka ensimméinen alkio 1 ja muut nollia, seké 3 jono, jonka 2n — 1:s
ja 2n:s alkio ovat 27", a) Miké on joukon {a} ortogonaalinen komplementti? b)
Etsi jokin z € €2, z # 0, jolle pitee (z|a) = (z|8) = 0.
3. Osoita, ettd integraaliyhtalslla

1

cos(2t) + /

-1

sin(2s
S foPds — 1) =1, te 11

on ratkaisu avaruudessa C(—1,1). Voit pitdd tunnettuna, ettd kaavassa, esiintyva
integraalilauseke on ¢:n jatkuva funktio, kun f € C(~1,1).

4. Muistutetaan mieleen, ettd Banach-avaruuden X osajoukko B on kompakti, jos
jokaisella joukkoon B sisdltyvilld jonolla ()22, on suppeneva osajono. Valitse-
malla sopiva jono osoita, ettéd avaruuden ¢2 suljettu yksikkopallo B(0, ={zef?:
|lz|| <1} ei ole kompakti.
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1. Do the following sequences (f,)3, converge in the Banach-space C (0,1) (con-
tinuous functions on the interval [0, 1] with sup-norm; ¢ € [0, 1] is a variable):

1 1 1
nt)= —F——, b nlt) = ————, nll) =
2. In the Hilbert-space £2, let us consider the elements
111111
=(1 e =(1,1,=,=,-,=,=, = e
a ( 7070’0’ ) H IB ( ? )2’2’4147878 )

in other words a is a sequence with the first element 1 and others 0, and g is
a sequence with 2n — l:st and 2n:th elements 277!, a) What is the orthogonal
complement of the set {«}? b)Find some z € ¢2, z # 0 such that (z|]a) = (z|8) = 0.
3. Prove that the integral equation

1 .

cos(2t) —i—/Mf(s)%s - ft)=1, te[-1,1],

. o0 + ¢4
has a solution in C(0,1). You do not need to prove that the integral expression in
the equation is a continuous function of ¢, when f € C(—1,1).
4. Let us recall that a subset B of a Banach space X is compact, if every sequence
(zn)s2, contained in B has a convergent subsequence. By choosing a suitable se-
quence, show that the closed unit ball B(0,1) = {z € ¢2 : ||z|| < 1} of £2 is not
compact.




Department of Mathematics and Statistics
University of Helsinki

FUNCTIONAL ANALYSISIT EXAM , Feb. 8th, 2023

No calculators or tables are allowed in the exam.
Solutions are accepted in English, Finnish or Swedish.

Note! In Problems 2 and 4 you are expected to answer to only one of
the cases a) or b); choose as you wish.

1. Show that the subspace X = {f € C*(R) | f(2) = 0} of the space C*°(R) is
closed, in other words, if (f,)%2, is a sequence of elements of X converging to a
function g € C*°(R), then g € X.

The topology of C*°(R) is defined by the seminorms

d*h(x
pm(h) = sup ‘ __(k),
—m<z<m | dT
k<m

where m = 1,2, ...

2. Choose a) or b). Both items concern distributions on the domain 2 = R.

a) Prove that the Fourier-transform of the constant function f(z) = 1 Vz € R,
f € 8'(R), is a constant times the Dirac measure of 0.

b) Show that the function of the variable z € R

fn(x) _ ﬁe—n:ﬂﬂ’

2\/m
converges to the distribution 4y in the weak topology of the space D’(R), when
n — 00.

3. Let © =]0, 5[. Does the function f(z) = (2 — z)%°, z € Q, belong to the Sobolev
space WH1(2), W13(Q) or W31(Q) ? Does the function g(z) = (2 —z)|2— x| belong
to the Sobolev space W22(Q)?

4. (Choose a) or b))

a) Let IT C R? be a periodic domain in the plane as in Chapter 9 of the lectures.
Present the definition of the Floquet-transform, its inverse and isomorphic mapping
properties in the spaces L*(II) and H'(II) = W12(II). You do not need to prove
anything.

b) The Sobolev embedding, i.e., the identity operator I : W'P(R) — L*(R) is
continuous for all 1 < p < 2. Show that the operator [ is not compact (it does
not map all bounded subsets of the domain into precompact subsets of the target
space, equivalently, there is a bounded sequence in the domain which does not have
convergent subsequences in the target space) for any p, 1 < p < 2.

n €N,




FOURIER ANALYSIS I. (Spring 2020)

FINAL EXAM (Thursday 5.3 9-12 in room B121)

Choose freely only 4 questions out the following 6 !!

1.

o~

Let f € C'ﬂl(—7r, m) be a function whose all Fourier coefficients are real, i.e. f(n) € R for
all n € Z. Show that f is even, i.e. f(—z)= f(z) for all z € (—m, m).

Let f € Cj and ffﬂ f(z)dz = 0. Prove Poincare type inequality.

/_1r |f(z)|Pdz < /7r " (z)2da.

w -
For which functions do you have equality here?

Give an example of function f € L!'[—m, 7) such that its Fourier series is not absolutely
convergent but it converges at every point z € [—m, 7). Do this by using the results of the
lectures without actually computing the Fourier coefficients.

Find the Fourier coefficients of the 2n-periodic function f, where f(z) = |z|, for [—m, 7).
At which points does the obtained Fourier series converge?

Solve — to find a formal solution formula is enough — by using Fourier series the following
PDE. Here z € [0,27), t > 0 and z — u(z,t) is assumed to be 2m-periodic, and the
solution satisfies the initial value u(z,0) = f(z), where f € L?(—m, ) (of course you may
assume that f is 27-periodic).

d d 2
Eu(w,t) = 4(5) u(z, t).

What happens to the solution as t — 0o ?

Recall the definition of equidistribution (mod 1) for given sequence (z,)5%, of real num-
bers. What is Weyl’s criterion for equidistribution? Use it to prove that (na)Se, is
equidistributed if « is irrational.




Probability theory I - Exam 25.10.2018

The exam lasts 2 hours 45 minutes. Only pen and paper are allowed on the exam. The whole exam is worth 18
points: 6 points are enough to pass; 14 points are enough to get 5.

PROBLEM 1. Let X and Y be two independent scalar random variables uniformly distributed on (0;1) (that is,
with density I(o,1)).
(1) (2 points) Compute the probability distribution function of max(X,2Y) and the expectation E(max(X, 2Y)).
(2) (2 points) Compute E(min(X, 3))

Olkoot X ja Y riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka ovat tasajakautuneita vililld (0;1) (toisin sanoen, joiden
tiheysfunktio on I(g;1).

(1) Laske satunnaismuuttujan max(X,2Y) kertymé&funktio ja sen odotusarvo E(max(X, 2Y)).

(2) Laske E(min(X, 1)).

PROBLEM 2. Let Xj, X3,... be scalar random variables defined on the same probability space, such that u :=
E|X,| < co does not depend on n.

(1) (2 points) Prove that 1 X, — 0 in probability;

(2) (2 points) Prove that -z X, — 0 almost surely.

Olkoot X, X3,... satunnaismuuttujia samalla todenn#kéisyysavaruudella siten, ettd p := E|X,| < oo ei riipu
n:sté.

(1) Osoita, ettd L X, — 0 stokastisesti;
(2) Osoita, ettd —z X, — 0 melkein varmasti.

PROBLEM 3. (4 points) Let X, X5,... bei. i. d. scalar random variables with probability density function

3z74, >1
fz):= {O, z <1

Let S, :=) ., X;. Compute the limit L{a) := lim, IP(%S" < a) as a function of a € R.

Olkoot X1, X2, ... riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia siten, ettd niiden tiheysfunktio on
3z z>1
flz) = ’
0, <1

Olkoon S, := Y 7 ; X;. Laske raja arvo L(a) := lim, IF’(%S" < a) parametrin a € R funktiona.

PROBLEM 4. (2 points for computation + 4 points for justification) Let X be a scalar random variable, such that

the characteristic function of X is .

]EitX: .
¢ T+e2

Compute EX and EX?2.

Olkoon X reaaliarvoinen satunnaismuuttuja siten, ettd X:n karakteristinen funktio on
]Ee’itx — 1
142

Laske EX ja EX2.




Probability theory I - Exam 25.10.2016

PROBLEM 1. Let X1, X,,... be independent, identically distributed random vari-
ables such that EX; = 0 and 0 # EX? < oo, and let S, = 2?21 X;. Compute
lim,, 00 P(S,, > 0).

PROBLEM 2. Let X and Y be two independent scalar random variables, such that
X has density I(o,1) and Y has density e™*I(o,{00)(z). (In other words, X is uni-
formly distributed on (0, 1), and Y has exponential distribution with expectation
1.) Compute P(X —Y > 0).

PROBLEM 3. Let X and Y be independent standard Gaussians (that is, have density

z2
#e_T). Prove that X +Y and X — Y are independent.

PRrROBLEM 4. Let Xi,..., X be independent, identically distributed random vari-
ables with density e™*I(g,{o0)(z). Prove that

10
P (Z X‘i > 20) < e—lO(l—ln2).

i=1
PROBLEM 5. Let X be a scalar random variable uniformly distributed on (0;1)
(that is, the density of X is given by I(g 1)). Consider the function
P(t) := E(tan(tX?)).
Prove that the function 9 is differentiable on (—%; %), and compute %'(0).

PROBLEM 6. Let X, Xo,... be scalar random variables such that for all ¢, one has
P(X; € Z) = 1. Assume that the limit

L(k) := z1_1)121o P(X; = k)

exists for all k € Z, and ), ., L(k) = 1. Prove that the sequence X; converges in
distribution.

PrROBLEM 7. Let Fx and Fy be two probability distribution functions satisfying
Fx(a) < Fy(a) for all @ € R. Prove that there exist random variables X',Y’,
defined on a common probability space, such that Fx. = Fx, Fy: = Fy, and
X' > Y’ almost surely.

PROBLEM 8. Let X be a scalar random variable, and let ¢ x (t) be its characteristic
function. Prove that P(X € Z) = 1 if and only if ¢ x(t) is 2m-periodic, that is,
ex(t) =px(t+2m) forall t €R.




Inverse Problems 1 2022 - Final Exam
October 2022

Instructions
1. This exam is worth a total of 40 points.
2. You have 3 hours to answer it.

3. Answer the questions in a separate sheet of paper. Write your name and student
number to the each sheet of paper. Annotations made in this sheet will not be
considered.

4. Question 1 is mandatory. You can choose 3 of the remaining 4 questions (Q2 to Q5) to
answer. Make it very clear in your answer sheet which questions should be
considered. Anything you write about the excluded question will not be considered.

Q1 (Mandatory) (Total points: 10) Consider the Hadamard’s classical definition of a
well-posed problem.

Well-posedness (Hadamard). A problem is well-posed if all the three conditions below holds
(H1) Given any inpul, there ezists an output;

(H2) For each input, the output is unique;

(H8) The output depends continuously on the input.

In this course we considered the measurement model
m=Af,

where f,m € R™ and A € R™" is a convolution matrix. Answer the following questions:

(a) (2 points) What is the “input” and “output” in the direct problem (convolution)?

(b) (2 points) What is the “input” and “output” in the inverse problem (deconvolution)?
(c) (2 points) Explain why the direct problem is well-posed in the sense of (H1)—(H3).

(d) (2 points) Consider the singular value decomposition A = UDVT. Write down the

important properties of the matrices U, V and D.

(e) (2 points) Assumec that the singular values of A are all positive. Explain how the inverse
problem (deconvolution) can be ill-posed. (HINT: Reformulate (H3) like this: if the input
changes a little bit, the output also changes ouly a little bit.)




S

Q2 (Total points: 10) Consider the following discrete point spread function p[n] of length 5
and original signal s[n] of length 10

l,,.,__ ".s;ll}

SERETE RN l i

Figure 1: Point spread function p[n] and signal s[n).

Create the convolution matrix A such that p * s = As for each of the following houndary
conditions. Make sure the matrix is square.

a) (3 points) Zero boundary condition

b) (3 points) Periodic boundary condition

c) (4 points) Constant boundary condition
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Q3 (Total points: 10) Consider the linear system Az = b, where A € R™*™ is invertible and
b #.0 € R, leading to the solution z = A~'b € R™. Also consider the noisy measurement
bs = b+ 4, leading to the perturbed solution z5 = A~1b; € R".

We will proof this important relation between the relative error in the solution lz—zs]| /|| x|
and the relative noise in the measurement vector || /11l

e — a4 J
e = cnd g 1)

where || - || is assumed to be the Euclidean norm and l6]l > 0 and ||z|| > 0.

HINTS FOR THIS QUESTION:

e [[Mv|| < ||M]|||v]l, where M and v are a matrix and a vector of appro-
priate sizes.

e The euclidean norm of a matrix (spectral norm) is the largest singular
value of the matrix

141l = 7. B

a) (2.5 points) Show that

fof > L1, 2)

where o, is the largest singular value of A,

b) (2.5 points) Next we need to find ||A~1||. Show that

1
A ==
147 = (3
where o, is the smallest singular value of A.
c) (2.5 points) Show that
Iz - 2l < =[] )
z — z5]| < pot U (
d) (2.5 points) Finally, show that
[l — 24| 9]
——— < cond(A4)-—, 5
el Wl ®)




Q4 (Total points: 10) Consider the following linear system Az = b

el el

where € > 0 is a positive real number. And the following theorem

Theorem. Let A € R™ " be a symmetric matriz. The singular values of A are the absolute
values of the eigenvalues of A and the columns of U =V are the eigenvectors of A.

a) (2.5 points) Show that the singular values of A are

2
01:1+%+ 1+(f) (7)

02:1+§—,X1+<§)2. (8)

b) (2.5 points) Find the condition number (with respect to the Euclidean norm) of matrix
A when € =0.1.

¢) (2.5 points) Assume you have noisy measurements bs = b+ J. Using (1) from question 3,
find the maximum norm of the measurement error ||d,,..| that still guarantees that the
relative error ||z — x5]|/||z|| is smaller or equal to 0.01. Assume ¢ = 0.1.

d) (2.5 points) If € < 0.1, do you expect ||dmaz|| to be bigger or smaller than in the previous
item? Justify your answer.

Q5 (Total points: 10) Consider the same linear system of the previous question with noisy
measurement Ax = bs, where ¢ = 0.1 and

w=bed= )+ o] = 2] ©

HINTS FOR THIS QUESTION:

The inverse of a 2x2 matrix:

M= li Z} - M7= detzM) [—dc _ab] (10)

a) (5 points) Solve the linear system adopting the following Tikhonov regularization strategy
and assuming o = 0.1. Use the normal equations formulation

z5 = argmin{[|Az — bs|* + af[|*}. (11)
T = (ATA ¥ IY (AT

b) (5 points) Compute the residual of the solution you found in the previous item. Following
the Morozov’s discrepancy principle, is @ = 0.1 above or below the optimal value? Justify
your answer. OBS: If you did not find any result in the previous item, assume xs =

[0.3 O.S}T for your calculations.




Exam: Introduction to bifurcation theory (I)
Department of Mathematics and Statistics
University of Helsinki
14.12.2016

You only choose five questions in the following,
all questions carry equal weight. Success!

Question 1. Are the following systems diffeo-
morphic?

:tl = —Z, Cbl = —I,
. and ,
T9o = —XT9, X9 = ——QZEQ.

Question 2. If the solution z(t) of equation & =
f(x) (here f € C(R™)) has limit z*, i.e., z(t) —
z* (as t — 400), then f(z*) =0, i.e., z* is a fixed
point.

. = —xy — 3z’
Question 3. Consider { * Y 2:6 ’
Yy=-—y+zx.

termine the stability of the equilibrium at the ori-

De-

gin (using the center manifold theorem).




Question 4. What are the definitions of the fol-
lowing
(a) two systems are topologically equivalent;
(b) two systems are smoothly equivalent (or diffeo-
morphic);
(¢) two systems are orbitally equivalent.
What are the relations between (a), (b) and (c).

Question 5. What are the definitions of bifurca-
tion and bifurcation diagram for a system? Draw
the bifurcation diagram for the following system:
&= f(z,u) =uzr — 2%,z € RY,

u € R , ,
Question 6. Consider v A ;r I .

y=—-y+z°, uecR.

What bifurcations this system undergoes at an

equilibrium at the origin when u passes zero?




Introduction to Mathematical Biology
EXAM: 31 October 2022

. The exam lasts 105 minutes (12.15-14.00).
. On the first page, please write your name and email readably (e.g. in print).
. Put your name on every separate paper.
. You can ask me if you do not understand a question only because of the English.
. I shall email you the results, and if you wish, you can have a look at the corrected exam. If you
do not hear about the results within two wecks, please contact me.
6. You can re-take the exain if you want a better grade.

=W N

(3]

The three problems are given equal weight in the grade.

1. Many proteins regulate their own production by binding to their gene and blocking
the transcription of DNA (negative feedback). Let x and y denote respectively the con-
centration of the protein and the fraction of time the gene is free (this is similar to the
concentration of free genes). When the gene is free, it produces the protein at a constant
speed ¢. The protein binds to the gene at rate k; and releases from the gene at rate k;.
The unbound protein decays at rate 6. These assumptions lead to the ODE system

&0\(’\'; lre0 o 056

I¢ , '

A d—f = cy—léla:y+k2(1~y)—5x =‘3(C‘\‘\X“\‘Zw+\<z“g’<
d

where all parameters are assumed to be positive. Assume that binding and unbinding is
much faster than the production and decay of the protein, i.e., ki, k3 > ¢, 4.

(a) Find the quasi-equilibrium of y and show that it is always positive and globally
asymptotically stable.

(b) Write a single differential equation for the slow dynamics of protein concentration.
Investigate the number and stability of equilibria.,

2. Consider a population of an annual plant A that follows the Skellam model of discrete-
time population growth,

— Q&

Ty =1—¢

where z; is the fraction of occupied sites in year ¢ and « is the number of seeds per plant.
This model describes a population where seeds are distributed randomly over the sites




and cach site that has received at least one sced will be occupied by onc plant.

Supposc that this populaton is at a positive cquilibrium. Then a new plant specics B
appears with the following properties:

(i) it has /3 seeds per plant, and
(i1) if there is any seed of the original species A present in a site, then all seeds of species
B in this site die (i.c., they arc all outcompeted by A)

(a) Show that plant A is viable if @ > 1 and in this case, its positive equilibrium & is
stable. Hint: the value of # cannot be obtained analytically but this does not prevent the
proof. Part (b) can be done without (a).

(b) Show that if 3 is sufficiently large, then the two species mutually invade each other’s
equilibrium population and therefore coexist.

3. Consider a population where the reproduction of females is limited by their ability
to find males. The population has an equal number of males and females (N cach). A
female encounters males according to mass action at a rate 8. Upon mating, the female
produces B female and B male offspring and returns to scarching for males after 7' time.
All individuals die at a density-dependent rate i + aN. By the analogy of the Holling I1
functional response for the birth term, these assumptions lead to the dynamics

dN  bN
dt 14¢N

N —(u+aN)N
where b = 8B, ¢ = 8T, and all parameters are assumed to be positive.

(a) Find all biologically meaningful equilibria of this model and establish their stability.
Hint: vecall that finding the stability of one equilibrium helps to find the stability of all
others.

(b) Suppose fecundity and therefore b is initially high enough to maintain a positive popu-
lation size but to a change in the environment, b decreases. Describe both mathematically
(bifurcation) and in practical terms (verbal advice to a manager) what happens to this
population and what is the minimum value of b to avoid extinction. (Non-degeneracy
conditions need not be checked.)




Introduction to Mathematical Biology
EXAM: 24 October 2022

. The exam lasts 105 minutes (10.15-12.00).
. On the first page, please write your name and email readably (e.g. in print).
. Put your name on every separate paper.
. You can ask me if you do not understand a question only because of the English.
5. I shall email you the results, and if you wish, you can have a look at the corrected exam. If you
do not hear about the results within two weeks, please contact me.
6. You can re-take the exam if you want a hetter grade.

W N

The three problems are given equal weight in the grade.

1. Suppose that individuals encounter each other according to mass action at a rate 3.
An encounter means a fight, in which one of the two individuals dies with probability p;
and both die with probability py (1 — p; — pe is the probability that both survive). The
natural death rate (all deaths other than fights) is p and the birth rate is b (both are
constant, 0 < p < b).

(a) Calculate the size of the population at the nontrivial equilibrium and show that this
cquilibrium is stable.

(b) Calculate the probability that an individual dies in a fight when the population is at
equilibrium.

2. Consider a population of bacteria that pollute the environment by producing a toxic
substance. The dynamics is governed by

IN

S N = (u+ pTIN
dt

I )

e Y

dl

where N(1) is the size of the population at time t. T'(#) is the concentration of the toxin,
which is produced by the hacteria at a per capita vate o > 0 and decays exponentially at
arate & > 0 (uptake by the bacteria is negligible). The toxin kills at a rate proportional
1o its concentration, pT'(1). Finally, o > 0 and b > g are the (constant) background death
rate and the birth rate, respectively. We assume that the toxin is produced and decays
fast compared to the population dynamics of the hacteria (o and § are large compared to




b, u and p).

(a) Show that the bacteria grow according to the logistic equation and give 7y and K in
terms of the model parameters.

(b) Supposc several strains of the bacteria arc grown together, which all produce the same
toxin but differ in the parameters b and p. Show that the model is an optimization model
and the optimal strain maximizes K. (Results derived in the lecture can be used without
proot’)

3. Insect pests may be eradicated by releasing sterilized males. Females who mate with
a sterile male do not produce any offspring, so that the average per capita fecundity of
females decreases. Assume that in absence of control, the population follows the Beverton-

Holt model
DN,

1+ alV;

with b > 1 and a > 0, where N, denotes the number of females. Let S be the munber of
sterile males released. We can reasonably assume that without interference, the number
of males and females are equal, so that the number of ordinary fertile males is also N;.
Females fail to reproduce if they mate with a sterile male, and this happens with proba-
bility S/(N, + S). The population dynamics thus become

b, (1 S ) bV, N,

Nip =

tH 1+ H;"\"';. Nt + S 1 -+ aNt NL + S

It is straightforward to show that the model is undercompensating (i.c., the derivative
of the right hand side with respect to N, is always positive for N, > 0; proof not required).

(a) Show that for any S > 0, the trivial equilibrium N = 0 is asymptotically stable.

(b) Show that with increasing S, the system undergoes a fold bifurcation and find the
critical value of S above which the population has no positive equilibrium. Hint: calcu-
lating the cquilibrium as a function of S is rather cumbersome. It is casier to find the
value of S necessary to have a certain equilibrinm N draw S against N and reverse the
axcs to obtain a bifurcation diagram of the equilibria. The non-degencracy conditions of
the fold bifurcation don’t have to be checked.




MATHEMATICAL MODELING EXAM
10-12-2015

- Mark all papers with name and student number.
- The mazimum time for the exam is four hours.
- Use of lecture notes is NOT allowed.

QUESTION 1

Consider a parasitoid-host system where each adult butterfly (i.e., the host) pro-
duces new larvae at a constant rate. If a larva is found by a parasitoid wasp, then
the wasp deposits a single egg inside the larva, independently of the number of eggs
that may already be inside. A larva containing zero eggs of the parasitoid develops
into an adult butterfly, but a larva containing a single egg develops into an adult
parasitoid. Larvae with two or more eggs inside do not develop into anything at
all but simply die (presumably because there is not enough food present for the
parasitoids to complete their development). Larvae, butterflies and parasitoids are
also subject to death at a constant rate due to other (unspecified) causes.

Formulate a model of the above system, i.e., specify the various i-states, model the
i-level processes with a network of mono- and bimolecular reactions, and assuming
mass-action, give the corresponding population model as a system of differential
equations for the population densities.

QUESTION 2
Consider the following SIS-model:

% = a—pBSI+~vI -34S (susceptibles)
& = BSI—~I—(+¢)] (infected)

with all positive parameters. Interpret the various terms and parameters of the
above system in terms of i-level processes. Give a phase-plane analysis of the sys-
tem. Find all equilibria and establish their stability. Use linear stability analysis if
the phase-plane analysis is inconclusive. Distinguish between the cases where there
does and does not cxists a positive cquilibrium with both S and I present.

Continued on the next page ...




QUESTION 3

The following discrete-time model is due to Hassell (1975) and is often being used

for insect populations:
azx,

Tntl = (b(En + ].)C

where a, b, ¢ > 0 and where z,, denotes the population density at the beginning of
the season in year n. Show that this model can be derived from a continuous-time
interference competition model for the within-season dynamics, assuming there
is a single reproductive burst at the beginning of the season, and assuming that
during the season adult individuals attack both other adults and juveniles (i.e.,
eggs or larvae). No other processes are involved. Give the within-season model as
a system of two ordinary differential equations with initial conditions. Solve these
equations and derive the between-season dynamics. Show that the resulting model
is Hassell’s model. In particular, express the a, b, ¢ in terms of the the parameters
of the within-season model.

QUESTION 4

Formulate a model of the following situation as a system of partial differential
equation with reflecting boundary conditions:

When two individuals meet they may start a fight during which they ran around
as a pair in a random manner. The fight lasts for an exponentially distributed
amount of time until they separate again. In order to avoid painful collisions,
single individuals tend to move away from fighting pairs. Sometimes, however,
a collision is unavoidable, in which case the fight is instantly over and the pair
breaks immediately apart.

Don’t forget the boundary conditions.

Success!
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1. Let T be an { E}-theory such that for every n € N there exists a model
M, = T in which F defines an equivalence relation with n equivalence
classes. Show that T has a model where E defines an equivalence
relation with infinitely many equivalence classes.

2. Show that the function F' : N — N that produces the Fibonacci se-
quence (F(0) =0, F(1) =1,and forn > 1, F(n) = F(n—1)+F(n—2))
is primitive recursive.

3. Show that there is no recursive function f : N2 — N with the property
that if g : N — N is a recursive function, then there is some n € N such
that for all m € N one has

f(n7m) = g(m)

4. State and prove Godel’s first incompleteness theorem. You may use
earlier results from the course.
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1. Show directly from the definition of provability that

{{A— (C - B)),(-C - -A)} (A — B).

2. Show that

i ((Juo Puo A FueQuo) — Fuo(Puo A Quo)).

3. Let L = {R} be a vocabulary with a binary relation symbol R. Con-
sider the L-structure (Z, <), where < is the natural order on Z. Is the
relation S = {(a,a+1) : a € 2Z} definable, where 2Z is the set of even
integers? Justify your answer.

4. (a) Show that if L is a vocabulary, ¢ and 3 are logically equivalent
L-formulas (i.e., ¢ <> 9 is valid), and ¢ is an L-term such that
both FV F(t,vo, ¢) and FV F(t,vp, %) hold, then also ¢(t/vo) and
Y(t/vo) are logically equivalent.

(b) Give an example showing that the claim is not true without the
FVF-assumptions.
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1. Show that there exists a dependence logic sentence ¢ with vocabulary
7 = 0 such that for all finite structures M:

M E ¢ < |Dom(M)] is odd.
If you wish, you may use the fact that FO(=(...)) =, Z].
2. Let ¢ € FO(C). Show that the following logical equivalence holds:
¢=9¢Vo. (1)

Construct a formula 9 € FO(=(...)) for which the equivalence of (1) fails.

3. Give the truth condition for independence atoms Z 13 ¥, that is, when
does M |=x & L7 g hold? Let z, y, z be pairwise distinct variables. Construct
formulas ¢, ¥ and 6 of independence logic such that

(@Ap)VE # (VO A(YVI).

4. Show for all structures M and teams X, if M Ex £ L ¢ and M [=x
T§ L Z, then M =x £ L §Z. Recall that £ L ¥ is an abbreviation for the
independence atom of the form & 1z ¢, where 2= 0.




